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RIGIDITÉ D'EINSTEIN DU PLAN HYPERBOLIQUE COMPLEXE
YANN ROLLIN
Abstrat. We prove that every Einstein metri on B4 ⊂ C2 asymptoti to the
Bergman metri is equal to it up to a dieomorphism. We need a solution of Seiberg
Witten equations in this innite volume setting. Therefore, and more generally, if M4
is a manifold with a CR boundary at innity, an adapted spinc-struture whih has
a non zero KronheimerMrowka invariant and an asymptotially omplex hyperboli
Einstein metri, we produe a solution of SeibergWitten equations with an strong
exponential deay property.
1. Introdution
Les quotients ompats lisses de l'espae hyperbolique réel RH4 et du plan hyperbolique
omplexe CH2 possèdent une unique métrique d'Einstein à un diéomorphisme et une on-
stante multipliative près. Dans le as réel, e résultat topologique est obtenu grâe à des
tehniques d'entropie [BCG℄. Dans le as omplexe, LeBrun démontre e résultat par une
voie très diérente utilisant les équations de SeibergWitten [L℄.
En volume inni, on sait d'après [CY℄ que les domaines stritement pseudo-onvexes de C
n
possèdent une unique métrique omplète de Kähler-Einstein à onstante et biholomorphisme
près ; de façon analogue au as ompat, la question diile de l'uniité de es métriques en
tant que métriques d'Einstein se pose alors.
Dans et artile, nous traitons le as partiulier de la boule unité B4 de C2 munie de la
métrique de Bergmann gH, qui est un modèle du plan hyperbolique omplexe CH2. On xe
un point de la boule et on note t la distane à e point relativement à la métrique gH ; nous
démontrons le théorème de rigidité suivant annoné dans [R℄ :
Théorème 1. Soit g une métrique d'Einstein sur la boule unité B4 ⊂ C2 telle que près de
l'inni on ait
g = gH + e−δth, δ > 0(1)
et h borné en norme C∞ relativement à gH. Alors il existe un diéomorphisme f de B4 tel
que f∗g = gH.
Remarque : en fait, l'hypothèse sur le omportement asymptotique de g onsiste, omme
nous le verrons, à ne onsidérer que des métriques asymptotiquement hyperboliques om-
plexes dont l'inni onforme est elui de CH2.
La métrique hyperbolique omplexe s'exprime lassiquement en oordonnées polaires omme
suit : notons ρ la distane eulidienne au entre de la boule B4 d'où un diéomorphisme
B4\0 ≃]0, 1[×S3. On obtient alors une 1-forme de ontat η sur S3 dénie par η = −Jdρ/(2ρ)
ompatible ave le S1-bré de Hopf π : S3 → CP1. Alors en posant t = arg th ρ, on a
gH = dt2 + sh2(2t)η2 + sh2(t)γ,
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où γ est la métrique de CarnotCarathéodory sur la distribution de ontat dénie par
γ = dη(·, J ·) = π∗gFS ave gFS la métrique de FubiniStudy sur CP1. En fait γ ne dépend
du hoix du entre de la boule qu'à un fateur onforme près et la lasse onforme [γ] est
appelée l'inni onforme de la métrique g.
Pour haque petite déformation de l'inni onforme [π∗gFS], Biquard onstruit une métrique
d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe sur la boule [Bi℄ ; l'hypothèse (1) du
théorème 1 est don bien entendu néessaire.
La diulté prinipale dans la démonstration du théorème 1 est d'exhiber une solution des
équations de SeibergWitten pour la métrique g, de volume inni, sans disposer d'un invariant
déni a priori. An de résoudre e problème, nous approximons dans la setion 2 la métrique
g par une suite de métriques gτ au bout desquelles on a adjoint un ne asymptotiquement
plat.
La théorie de Kronheimer et Mrowka [KM℄ fournit alors un invariant de SeibergWitten
non nul relativement à la struture spinc anonique pour les métriques gτ . On en déduit une
suite de solutions (Aτ ,Φτ ) des équations de SeibergWitten perturbées
DgτAτΦτ = 0
F+
Aτ⊗B
−1
τ
= q(Φτ )− q(Φ0) +̟τ ;
ii Bτ désigne une suite de onnexions asymptotiquement plates tendant vers la onnexion
de Chern B induite par gH sur le bré anti-anonique et (B,Φ0) est la solution standard des
équations pour la métrique hyperbolique omplexe ; ̟τ est une suite de 1-formes autoduales
à supports ompats qui onvergent vers ̟ telle que F+B = q(Φ0) + ̟. À la limite, la
perturbation des équations se détahe don. Par ailleurs nous verrons que l'hypothèse
sur le omportement asymptotique de g implique que ̟ possède une forte déroissane
exponentielle. Nous démontrerons alors, que quitte à faire des hangements de jauge, et à
extraire une sous suite, nous pouvons faire onverger (Φτ , Aτ ) sur tout ompat vers une
solution (A,Φ) des équations de SeibergWitten non perturbées pour la métrique g
DgAΦ = 0(2)
F+A = q(Φ),
ave a = A ⊗ B−1 et ϕ = Φ − Φ0 dans L21. Ce premier résultat s'obtient via un ontrle
uniforme sur l'énergie des solutions (Aτ ,Φτ ), setion 3. Une méthode d'extration similaire
a permis d'obtenir un résultat de rigidité [Bi2℄ pour les quotients de volume ni de CH2,
mais il n'y a pas besoin de xer d'inni onforme dans e as et le résultat d'uniité onerne
toutes les métriques d'Einstein. En outre il est plus faile de faire onverger les solutions
en volume ni, ar la borne C0 a priori obtenue sur la partie spineur des solutions donne
automatiquement un premier ontrle L2 et il n'y a don pas besoin d'avoir reours à une
énergie (f. également [R2℄ pour une autre appliation en volume ni).
Le omportement L21 à l'inni est a priori insusant pour donner à FA la signiation
ohomologique dont nous avons besoin (f. setion5). Comme la métrique g est d'Einstein,
son omportement asymptotique est alors préisé dans les travaux d'Olivier Biquard et Mar
Herzlih [BiH℄. Nous en déduirons, en xant une jauge de Coulomb près de l'inni, que a
et ϕ en fait des O(e−(4+ε)t) ave ε > 0 ; pour obtenir e résultat, nous devrons analyser
préisément le omportement asymptotique des équations linéarisées et des laplaiens mis en
jeux dans la setion 4 entre des espaes de Sobolev à poids.
Puis, la théorie de Chern-Weil pour la signature et la aratéristique d'Euler de [BiH℄ nous
permet d'en déduire failement le théorème 1 via une démonstration analogue à elle du as
ompat.
Plus généralement, nous démontrons l'existene une solution des équations de Seiberg
Witten dans les as suivants :
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Théorème 2. Soit M4, une variété orientée ave un bord à l'inni Y 3 muni d'une stru-
ture CR et d'une 1-forme de ontat η ompatible ave l'orientation. Soit g une métrique
d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe sur M , 'est à dire vériant dans une
trivialisation près l'inni
g = dt2 + sh2(2t)η2 + sh2(t)γ +O(e−δt), δ > 0
où O(e−δt) porte également sur les dérivées suessives et γ = dη(·, J ·).
Soit s une struture spinc sur M ompatible ave la struture de ontat, dont l'invariant
de KronheimerMrowka est non nul. Alors, les équations de SeibergWitten orrespondantes
admettent une solution (A,Φ) telle que A⊗B−1, Φ−Φ0 et leurs dérivées sont des O(e−(4+ε)t)
ave ε > 0 susamment petit.
Dans l'énoné, (B,Φ0) est la solution standard des équations de SeibergWitten pour une
métrique formelle de KählerEinstein asymptotiquement hyperbolique omplexe g¯ dénie
près de l'inni et telle que g − g¯ = O(e−4t) (f. setion 4).
L'hypothèse que g soit d'Einstein ne sert qu'à obtenir des renseignements supplémentaires
sur sont omportement asymptotique ; on peut par exemple supposer à la plae dans le
théorème 2 que g dière de g¯ par un O(e−(4+ε
′)t) ave ε′ > 0.
L'existene de ette solution devrait être justiée plus naturellement par une théorie de
SeibergWitten développée diretement sur les variétés d'Einstein asymptotiquement hyper-
boliques omplexes.
Par ailleurs, le théorème 2 permet de montrer des rapports intéressants entre la géométrie
CR de Y et l'existene de remplissage par des métriques d'Einstein asymptotiquement hy-
perbolique omplexe. En ombinant le théorème 2 ave [BiH℄, Biquard obtient le résultat
suivant (f. setion 6) : sous les hypothèses du théorème 2 , on a l'inégalité de MiyaokaYau
0 ≤ χ(M)− 3τ(M) + ν(∂∞M) = 1
8π2
∫
M
(
3|W−g |2 − |W+g |2 +
s2g
24
)
volg,(3)
où W±g sont les omposantes de la ourbure de Weyl et ν est l'invariant de la struture CR à
l'inni de M introduit dans [BiH℄ (où l'identité du membre de droite de (3) est démontrée).
De plus on a égalité si et seulement si g est la métrique hyperbolique omplexe.
Remeriements
Je remerie haleureusement Olivier Biquard pour les nombreuses disussions que j'ai
eues ave lui sur e sujet et sur les métriques d'Einstein asymptotiquement hyperboliques
omplexes.
2. Métrique hyperbolique omplexe  ollage de nes
2.1. Le plan hyperbolique omplexe. On munit C
3
de la forme hermitienne 〈z, z〉 =
−z¯0z0 + z¯1z1 + z¯2z2 et on dénit lassiquement le plan hyperbolique omplexe par CH2 =
P{z ∈ C3, 〈z, z〉 < 0}. L'espae tangent à CH2 en un point z ∈ C3 est déni par TzCH2 =
z⊥ = {y ∈ C3, 〈z, y〉 = 0}. Plus généralement on veut pouvoir onsidérer tout veteur de TC3
omme un veteur tangent à CH2 : pour ela, il sut de onsidérer la projetion orthogonale
de y ∈ TzC3 sur TzCH2. On dénit alors la métrique hyperbolique omplexe sur CH2 par
gHz (y, y) =
〈z, z〉〈y, y〉 − 〈z, y〉〈y, z〉
−〈z, z〉2 .(4)
4 YANN ROLLIN
Elle est de Kähler-Einstein, sa ourbure setionnelle est omprise entre −1 et −4 et sa forme
de Kähler déoule d'un potentiel
ωH = − i
2
∂∂ ln(−〈z, z〉).(5)
2.2. Le modèle de la boule. Si on xe la oordonnée homogène z0 = 1, CH2 est alors
réalisé omme la boule unité
B4 = {(z1, z2) ∈ C2, ρ(z1, z2) =
√
|z1|2 + |z2|2 < 1} ⊂ C2
munie de la métrique de Bergmann
gH =
euc
1− ρ2 +
ρ2
(1− ρ2)2
[
(dρ)2 + (Jdρ)2
]
.(6)
On note π : C2 \ {0} → CP1 la projetion anonique ; on a des oordonnées polaires données
par
C
2 \ {0} T−→ ]0,+∞[×S3
(z1, z2) 7−→ (ρ, u),
où S3 = ∂B4 ≃ ∂∞CH2 est la sphère unité de C2 et
u =
1√
|z1|2 + |zz|2
(z1, z2).
Dans ette nouvelle arte, l'ation de reiθ ∈ C∗ sur C2 \ {0} est donnée par
reiθ · (ρ, u) = (rρ, eiθ · u),
où eiθ · u est l'ation de Hopf de S1 sur S3 ; on note ∂r et ∂θ = ir∂r les hamps de veteurs
sur C
∗
induits par les oordonnées polaires reiθ. Ces hamps de veteurs sont envoyés via
l'appliation tangente en z = 1 à l'ation de C∗ respetivement sur ρ∂ρ et ∂θ = ρJ∂ρ, où par
abus de langage ∂θ désigne le hamp de veteurs tangent à l'ation de Hopf de S
1
sur S3.
On dénit la métrique de Fubini-Study sur CP
1
, à ourbure setionnelle 4 et de volume π,
en oordonnées homogènes par
gFS =
1
(|z1|2 + |z2|2)2 |z2dz1 − z1dz2|
2
(7)
et sa forme de Kähler est donnée par égale à
ωFS =
i
2
∂∂ ln(ρ2).(8)
On vérie aisément la formule suivante :
gH =
|dρ|2
(1− ρ2)2 +
(
2ρ
1− ρ2
)2 ∣∣∣∣Jdρ2ρ
∣∣∣∣
2
+
ρ2
1− ρ2π
∗gFS.(9)
Dénissons la 1-forme η = −Jdρ2ρ . Il est faile de voir que ette 1-forme est l'image ré-
iproque d'une 1-forme sur S3 dans les oordonnées polaires, qu'elle est invariante sous
l'ation de Hopf et que dη = ωFS, où par abus de langage ωFS désigne en fait π∗ωFS.
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2.3. Raordement d'un ne asymptotiquement plat. Plus généralement on s'in-
téresse aux métriques dénies à l'aide d'un ouple de fontions stritement positives f =
(f1, f2) ne dépendant que de ρ, et données par la formule
gf = f1(ρ)euc + f2(ρ)
[|dρ|2 + |Jdρ|2] .
On vérie failement que gf est ompatible ave la struture omplexe. Sa forme de Kähler
est donnée par
ω = ρ2f1ω
FS + (f1 + f2)d(ρ
2) ∧ η.
On en déduit que gf est kählérienne relativement à J sous la ondition ρ∂ρf1 = 2f2. Alors,
en hoisissant une fontion de la forme f1(ρ) = Cρ
α
ave C,α > 0, on vérie via le le
hangement de variable t2 = Cρα+2 que ω = d(t2η) ; on a ainsi déni une métrique de ne
asymptotiquement plat sur C
2 \ {0}.
Soit la famille de de fontions (fs)s∈]0,1[ dénie par
fs(ρ) =
1
1−ρ2
si ρ < s,
fs(ρ) = Csρ
αs
sinon,
ave des onstantes Cs, αs > 0 hoisies de telle façon que la fontion fs soit C
1
par moreaux
(on peut également hoisir des fontions C∞ très prohes de ette onstrution). On note
gs := gf pour f = (fs,
1
2ρ∂ρfs). On vient de dénir une suite de métriques kählériennes
asymptotiquement plates gs sur C
2
, telle que
lim
s→1
gs = g
H
sur tout ompat de B4.
2.4. Métriques asymptotiquement hyperboliques omplexes. En faisant le hange-
ment de variable t = arg th ρ ∈]0,+∞[, il vient
gH = dt2 + sh2(2t)η2 + sh2(t)π∗gFS.(10)
De même, les métriques gs sont de la forme
gHτ = dt
2 + ξ21η
2 + ξ22π
∗gFS,(11)
où ξ1 et ξ2 sont des fontions de t vériant
ξ1 = 2ξ2∂tξ2,(12)
et anes pour t assez grand.
Plus généralement, soit M4 une variété orientée munie d'un bord à l'inni Y 3 doté d'une
struture CR et d'une 1-forme de ontat η ompatible ave l'orientation. On note γ =
dη(·, J ·) la métrique de Carnot-Carathéodory sur Y .
On dit qu'une métrique est asymptotiquement hyperbolique omplexe si il existe une trivi-
alisation [0,+∞[×Y de M près de l'inni telle que
g = gˆ +O(e−δt) ave δ > 0 et gˆ = dt2 + sh2(2t)η2 + sh2(t)γ.
Préisons que O(e−δt) onerne également toutes les dérivées. De façon analogue au as
du plan hyperbolique, on dénit une suite de fontions (µτ )τ>0 omme suit : pour t ≤ τ
on pose µτ (t) = sh t puis on fait un reollement C
2
par moreaux ave la fontion ane
(t−τ) ch τ+shτ qu'on approxime par une fontion C∞ ; nous pourrions nous ontenter de la
onstrution singulière en donnant un sens aux dérivées de µτ en tant que distributions. Pour
régulariser µτ , il sut de faire déroître brutalement ∂
2
t µτ de sh(τ − ε) à 0 quitte à rendre
∂3t µτ très négatif entre τ − ε et τ . On en déduit une suite de métriques asymptotiquement
plates gˆτ par la formule (11), où ξ2 = µτ et ξ1 = 2µτ∂tµτ . Nous hoisirons ε ensuite an que
µτ soit arbitrairement prohe du modèle singulier en norme C
2
.
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Puis on étend la struture CR en une struture presque omplexe au voisinage de l'inni
en posant Jτdt = −ξ1,τη. On onstate que la métrique hermitienne (gˆτ , Jτ ) est presque
kählérienne.
Pour étudier les métrique gˆτ , on utilise le hamp de Reeb R déni par iRη = 1 et iRdη = 0
et on hoisit une base loale Y1, Y2 de hamps de veteurs sur Y
3
de la distribution de ontat
ker η ave Y2 = JY1. On note x = ξ
−1
1 R, yi = ξ
−1
2 Yi. Il est faile de voir que
[∂t, x] = −∂tξ1
ξ1
x, [∂t, yi] = −∂tξ2
ξ2
yi, [x, yi] = O(ξ
−1
2 ), [y1, y2] = O(ξ
−1
2 ),
où les termes en O(ξ−12 ) portent sur également sur les dérivées. Il en résulte que dans ette
trivialisation, le tenseur de Nijenhuis, la onnexion de LeviCivita, la onnexion de Chern de
(gˆτ , Jτ ) et leurs ourbures sont égales à elle obtenues en partant de la métrique hyperbolique
omplexe gH à un O(ξ−12 ) près. On pourra grâe à ette remarque se ontenter la plupart du
temps de faire des aluls dans e as modèle an d'en déduire des renseignements sur les
métriques presque kählériennes (gˆτ , Jτ ) et (gˆ, J).
On onstruit maintenant une suite de métriques approximant une métrique asymptotique-
ment hyperbolique g omme suit : soit χ(t) une fontion lisse valant 0 pour t ≤ 0, 1 pour
t ≥ 12 et stritement roissante entre 0 et 12 ; on pose
χτ (t) = χ(t− τ + 1)(13)
puis on dénit la suite de métriques
gτ = χτ gˆτ + (1− χτ )g.(14)
2.5. Bulle de ourbure positive. Si on se ontentait d'un reollement C2 par moreau
pour onstruire la fontion ξ2,τ , la métrique gτ aurait une singularité dans sa ourbure (ar
on pose ξ1 = ∂t(ξ
2
2)) ; après avoir régularisé la fontion, e phénomène se manifeste toujours
par une bulle de ourbure positive :
Lemme 3. La ourbure FBτ de la onnexion de Chern du bré anti-anonique assoiée à la
métrique gˆτ et la struture presque omplexe Jτ se déompose en
FBτ = F
b
τ − iχτ
∂2t ξ1
ξ1
dt ∧ ξ1η,(15)
où |F bτ | est uniformément bornée. De plus, on a
2iΛFBτ ≥ sH +O(ξ−t2 ) pour t ≤ τ et 2iΛFBτ = O(ξ−12 ) pour t ≥ τ .(16)
On en déduit immédiatement le orollaire suivant dans le as de CH2. Si g est une métrique
asymptotiquement hyperbolique omplexe, la ourbure des métriques gˆτ dière de elle al-
ulée dans le as de CH2 par un O(ξ−12,τ ) et le orollaire reste valable dans e as.
Corollaire 4. La ourbure salaire des métriques (gτ ) se déompose en
s = sbτ − 2χτ
∂2ξ1
ξ1
,(17)
où sbτ est bornée indépendamment de τ .
Démonstration du lemme 3:  La métrique et la struture presque omplexe du bré
anti-anonique sont expliites près de l'inni ; la onnexion de Chern est don elle même
expliite ainsi que sa ourbure et on en déduit le lemme.
Comme nous l'avons remarqué, il sut d'étudier le as où gˆ est la métrique hyperbolique
omplexe et on en déduit la ourbure de la onnexion de Chern à un O(ξ−12,τ ) près. Dans e
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as, les approximations gˆτ sont kählériennes (f. 2.3), e qui simplie beauoup les aluls.
On ommene par hoisir une setion holomorphe du bré anonique Λ2,0TC2 :
̟ =
∂
∂z1
∧ ∂
∂z2
,
ave z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2
∂
∂z1
=
1
2
(
∂
∂x1
− i ∂
∂y1
)
et
∂
∂z2
=
1
2
(
∂
∂x2
− i ∂
∂y2
)
.
Posons
u = z¯2
∂
∂z1
− z¯1 ∂
∂z2
, v = z1
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
.
Puisque
gˆτ =
f2
ρ4
|z¯1dz1 + z¯2dz2|2 + f1
ρ2
|z2dz1 − z1dz2|2,
on en déduit que les veteurs u et v sont orthogonaux, que
|u|2 = ρ2f1 = ξ22 , |v|2 = f2 =
1
4
ξ21
et nalement
|̟| = 1
ρ2
|u||v| = 1
ρ
√
f1f2 =
ξ1ξ2
2ρ2(t)
.
Alors
1
2
FBτ = ∂∂ ln |̟| = ∂∂ ln ξ1 + ∂∂ ln ξ2 − ∂∂ ln ρ2,
or ∂∂ ln ρ2 = −2idη. Par ailleurs, on alule
∂ ln ξ1 = (∂t ln ξ1)dt
0,1 = (∂t ln ξ1)
dt+ iJdt
2
=
1
2
(∂t ln ξ1)(dt− iξ1η).
Puisque ∂∂ = d∂, il vient
∂∂ ln ξ1 = − i
2
∂2t ξ1
ξ1
dt ∧ ξ1η − i
2
(
ξ1
ξ2
∂t ln ξ1
)
ξ2dη
d'où
∂∂ ln ξ2 = − i
2
(
∂2t ln ξ2 + (∂t ln ξ1)(∂t ln ξ2)
)
dt ∧ ξ1η − i
2
(
ξ1
ξ2
∂t ln ξ2
)
ξ2dη.
En regroupant les termes, on en déduit la formule
FBτ = −
[
∂2t ξ1
ξ1
+ ∂2t ln ξ2 + (∂t ln ξ1)(∂t ln ξ2)
]
idt ∧ ξ1η
−
[
ξ1
ξ2
∂t ln(ξ1ξ2)
]
iξ2dη.(18)
On en déduit le lemme par onstrution des fontions ξ1 et ξ2. ✷
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3. Équations de SeibergWitten  Énergie
Supposons M munie d'une struture spinc adaptée à la struture de ontat notée s ; ei
signie que près de l'inni, s est isomorphe à la struture spinc standard s0 induite par la
struture sympletique ωgˆτ . En partiulier, le bré de spineursW = W+⊕W− est isomorphe
près de l'inni à
W+ =Λ0,0M ⊕ Λ0,2M,(19)
W− =Λ0,1M
où Λp,qM est le bré des formes de type (p, q) par rapport à Jτ . Le bré déterminant de ette
struture spinc est donné près de l'inni par
L = K−1Jτ = Λ
2W+ = Λ2W−.
Comme les strutures presque omplexes Jτ sont homotopes (et même égales pour t susam-
ment petit), les brés de (p, q)-formes assoiés sont isomorphes et on omettra généralement
de préiser la dépendane en τ . On supposera en outre que la lasse de ohomologie près
de l'inni [ωgˆτ ] se prolonge à l'intérieur de M . Dans le as où M est le plan omplexe ette
ondition est évidemment vériée mais plus généralement, nous avons besoin de faire ette
hypothèse pour obtenir appliquer la théorie de KronheimerMrowka (f. démonstration de
la proposition 6).
Soit Φ0 le hamp un spineurs de W
+
déni près de l'inni par Φ0 = (
√−sH, 0) et Bτ la
onnexion de Chern de L assoiée à la métrique hermitienne déduite de gˆτ . On a la formule
bien onnue pour l'opérateur de Dira déni par gˆτ et Bτ
DgˆτBτ (α, γ) =
√
2
(
∂α+ ∂
∗
γ
)
;
en partiulier DgˆτBτΦ0 = 0. La suite de onnexions Bτ tend par onstrution sur tout ompat
de M vers la onnexion de Chern de gˆ.
Kronheimer et Mrowka développent dans [KM℄ une théorie de Seiberg-Witten pour des
métriques presque kählériennes asymptotiquement plates  e qui est le as des métriques gτ
 et des équations de Seiberg-Witten perturbées près de l'inni, de la forme
DgτA Φ = 0(20)
F
+gτ
A − q(Φ) = F
+gτ
Bτ
− q(Φ0),(21)
ave Φ un hamp de spineurs de W+, A une onnexion unitaire sur L et q(Φ) = {Φ∗ ⊗
Φ}0 l'endomorphisme hermitien sans trae identié à la 2-forme autoduale imaginaire pure
F
+gτ
A⊗B−1τ
via le produit de Cliord.
Kronheimer et Mrowka montrent que l'espae des modules des solutions des équations
(A,Φ) modulo l'ation du groupe de jauge G = Map(M,S1), donnée par
u · (A,Φ) = (A+ 2du
u
, u−1Φ),
est ni ; en omptant algébriquement le nombre de points de l'espae des modules obtient
l'invariant de KronheimerMrowka SW (s), qui ne dépend pas de la métrique gτ .
En partiulier, s'il existe une métrique de Kähler-Einstein asymptotiquement symétrique,
sa forme de Kähler dénit un remplissage sympletique de M . En notant s0 la struture
spinc anonique assoiée, on à SW (s0) = 1 d'après le théorème 1.1 de [KM℄.
Lorsque l'invariant de SeibergWitten est non nul, on obtient don une suite de solutions
des équations de Seiberg-Witten (Aτ ,Φτ ), pour haque métrique gτ telles que
Aτ = Bτ + aτ ave aτ ∈ L2l (gτ ), Φτ = Φ0 + ϕτ ave ϕτ ∈ L2l,Bτ (gτ ),(22)
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ave l arbitrairement grand. Par elliptiité,on peut supposer que les solutions (Aτ ,Φτ ) sont
lisses.
On a l'identité bien onnue pour les métriques kählériennes à ourbure salaire onstante
F+B = q(Φ0). On s'attend à e que ette équation soit vériée également par les métriques
d'Einstein asymptotiquement hyperboliques omplexes, à un terme orretif près à forte
déroissane exponentielle. Nous verrons à la setion 4 omment modier la famille de per-
turbations an qu'elle s'évanouisse pour les équations limites.
3.1. Contrle C0. En appliquant le prinipe du maximum on a une première estimée C0
uniforme a priori sur les spineurs Φτ .
Lemme 5. Il existe une onstante c telle que pour toute solution (A,Φ) des équations de
Seiberg-Witten, relativement à une métrique gτ , on ait |Φ| < c en tout point de M .
Démonstration.  Puisque Φτ − Φ0 ∈ L2l , en hoisissant l ≥ 3, |Φτ − Φ0| tend vers 0 à
l'inni sur le ne asymptotiquement plat d'après l'inlusion L23 ⊂ C0 ; si |Φτ | > |Φ0| en un
point, alors le maximum de |Φ| est atteint. En un maximum,
0 ≤1
2
∆|Φ|2 = 〈∇∗Aτ∇AτΦτ ,Φτ 〉 − 〈∇AτΦτ ,∇AτΦτ 〉
≤〈∇∗Aτ∇AτΦτ ,Φτ 〉 = 〈D2AτΦτ ,Φτ 〉 −
1
2
〈F+Aτ · Φτ ,Φτ 〉 −
s
4
|Φτ |2,
et en utilisant les équations, on en déduit que
0 ≤ −1
4
|Φτ |4 − 1
2
〈(F+Bτ − q(Φ0)) · Φτ ,Φτ 〉 −
s
4
|Φτ |2.
On dénit l'opérateur linéaire uniformément borné
P bτ =
sbτ
4
+
1
2
(F bτ )
+ − 1
2
q(Φ0)
et l'opérateur
Pτ = −χτ 1
2
∂2t ξ1,τ
ξ1,τ
− χτ i
2
∂2t ξ1,τ
ξ1,τ
(dt ∧ ξ1,τη)+.
Puisque (dt∧ξ1,τη)+ agit par multipliation de Cliord ave valeurs propres ±i, on en déduit
que Pτ agit ave pour valeurs propres 0 et −χτξ−11,τ∂2t ξ1,τ et que la partie négative des valeurs
propres de Pτ +P
b
τ est uniformément minorée. Par le prinipe du maximum, il en résulte que
|Φτ | est bornée par une onstante indépendante de τ . ✷
Nous préisons maintenant les onventions utilisées dans le adre presque omplexe. La
onnexion de Chern induite par gˆτ sur W
+ = Λ0,0 ⊕ Λ0,2 est donnée par ∇ = d ⊕ ∇B, où
B est la onnexion unitaire induite par la métrique sur K−1 = Λ0,2 et ∇B est la onnexion
hermitienne assoiée à B.
Munissons le bré en droites omplexes trivial C de la onnexion da = d+ a, où a est une
1-forme imaginaire pure ; on en déduit une onnexion hermitienne daˆ = d+ aˆ = d +
1
2a sur
C
1/2
qui est la raine arrée de da. Si on twiste le bré des spineurs W
+
par C
1/2
, on en
déduit une onnexion ∇aˆ = daˆ⊕ (∇B ⊗ daˆ) sur W+⊗C1/2 =W+. On note alors ∂aˆ = ∇0,1aˆ ;
la onnexion ∇aˆ induit une onnexion sur L = Λ2W+ = Λ0,0 ⊗ Λ0,2 égale à
∇B ⊗ daˆ ⊗ daˆ = ∇B ⊗ da = ∇B+a ;
on note alors A = B + a la onnexion unitaire orrespondante. L'opérateur de Dira DA
assoié à la onnexion A et la métrique hermitienne gˆτ est don donné par
DgˆτA Φ =
√
2
(
∂aˆα+ ∂
∗
aˆγ
)
,
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et les équations de Seiberg-Witten s'érivent (en notant Fa := da)
∂ aˆα+ ∂
∗
aˆγ = 0(23)
ΛFa =
i
2
(|α|2 − |γ|2 + sH)(24)
F 0,2a =
αγ
2
.(25)
Rappelons les formules de Weitzenbök très utiles (f. [Ko℄)
∂
∗
aˆ∂aˆα =
1
2
(∇∗aˆ∇aˆα− iΛFaˆα),(26)
∂aˆ∂
∗
aˆγ =
1
2
(∇∗aˆ∇aˆγ + iΛFB+aˆγ).(27)
3.2. Énergie. Soit (A,Φ), où Φ = (α, γ) et A = B+a, une onguration à support dans t >
t0 telle que Φ−Φ0 et a aient une déroissane en O(e−εt) ainsi que toutes leurs dérivées ; ette
hypothèse sert à justier les intégrations par parties. On alule alors d'après les formules
(26) et (27) en intégrant par rapport à la métrique gˆτ∫
|∇aˆα|2 =
∫
2|∂ aˆα|2 + 〈iΛFaˆα,α〉 =
∫
2|∂ aˆα|2 + iΛFaˆ|α|2∫
|∇aˆγ|2 =
∫
2|∂∗aˆγ|2 − iΛFB+aˆ|γ|2 ;
en additionnant es identités, il vient∫
1
2
|∇AΦ|2 =
∫
1
2
(|daˆα|2 + |∇aˆγ|2)
=
∫
|∂aˆα|2 + |∂∗aˆγ|2 +
i
2
ΛFaˆ|α|2 − i
2
ΛFB+aˆ|γ|2
=
∫
|∂aˆα+ ∂∗aˆγ|2 − 2〈∂ aˆα, ∂
∗
aˆγ〉+
i
2
(ΛFaˆ|α|2 − ΛFB+aˆ|γ|2)
=
∫
|∂aˆα+ ∂∗aˆγ|2 − 2〈∂2aˆα, γ〉 +
i
2
(ΛFaˆ|α|2 − ΛFB+aˆ|γ|2)
or ∂
2
aˆ = F
0,2
aˆ +N∂aˆ et 2Faˆ = Fa, don∫
|∂ aˆα+ ∂∗aˆγ|2 =
∫
1
2
[|daˆα|2 + |∇aˆγ|2]
+
∫
i
2
ΛFB |γ|2 − i
4
ΛFa(|α2| − |γ|2 + sH) + 〈F 0,2a α, γ〉 + 2〈N∂aα, γ〉 + sH
i
4
ΛFa.
En outre
〈F 0,2a α, γ〉 = 〈F 0,2a , α¯γ〉 = −
∣∣∣F 0,2a − α¯γ2
∣∣∣2 + |F 0,2a |2 + ∣∣∣ α¯γ2
∣∣∣2
et
iΛFa(|α2| − |γ|2 + sH) =
∣∣∣∣iΛFa + |α|2 − |γ|2 + sH2
∣∣∣∣
2
− |iΛFa|2 −
∣∣∣∣ |α|2 − |γ|2 + sH2
∣∣∣∣
2
.
On remarque que∣∣∣∣ |α|2 − |γ|2 + sH4
∣∣∣∣
2
+
∣∣∣ α¯γ
2
∣∣∣2 = ∣∣∣∣ |α|2 + |γ|2 + sH4
∣∣∣∣
2
− sH
4
|γ|2(28)
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et on en déduit l'identité
(29)
∫
|∂aˆα+ ∂∗aˆγ|2 +
1
4
∣∣∣∣iΛFa + |α|2 − |γ|2 + sH2
∣∣∣∣
2
+
∣∣∣F 0,2a − α¯γ2
∣∣∣2 − sH i
4
ΛFa =∫
1
2
[|daˆα|2 + |∇aˆγ|2]+
[
i
2
ΛFB − sH
4
]
|γ|2 + 1
16
(|α|2 + |γ|2 + sH)2
+
∫
2〈N∂aα, γ〉+ |F 0,2a |2 +
1
4
|iΛFa|2 .
Puisque a et ΛFa déroissent par hypothèse en O(e
−εt), on en déduit en intégrant par parties
que
∫
t≥T ΛFa =
∫
t=T
i
4a ∧ ω. Comme par hypothèse ω s'étend en une forme fermée sur la
variété M tout entière, on en déduit pour tout ε > 0 une onstante C indépendante de τ
telle que ∣∣∣∣
∫
t≥T
sH
i
4
ΛFavol
∣∣∣∣ ≤ C + ε‖da‖2L2(gˆτ ,t<T ).(30)
Suivant [KM℄ on introduit alors une énergie à la Taubes :
EτT (A,Φ) =
∫
t≥T
[
|∇A(α, γ)|2 + |F+a |2 + |γ|2 +
(|α|2 + |γ|2 + sH)2] volgτ(31)
où les normes et les onnexions sont prises relativement à la métrique gτ .
Nous allons montrer que l'énergie des solutions des équations de SeibergWitten est unifor-
mément bornée dans le as où g est susamment prohe de gˆ e qui est automatiquement vrai,
à l'ation près d'un diéomorphisme, dans le as d'une métrique d'Einstein asymptotique à
la métrique de Bergmann. Dans le as général d'une métrique d'Einstein asymptotiquement
hyperbolique omplexe, il faut légèrement modier la onstrution des métriques gˆ et gˆτ an
que l'hypothèse de la proposition 6 suivante ontinue d'être vériée (f. setion 4).
Cette propriété d'énergie bornée est essentielle pour faire onverger une suite de solutions
pour les métriques gτ vers une solution des équations de SeibergWitten pour la métrique
limite g.
Proposition 6. Supposons que g soit une métrique telle que g = gˆ + O(e−δt) ave δ > 2.
Alors, il existe une onstante C telle que pour T susamment grand, l'énergie des solutions
(Aτ ,Φτ ) des équations de SeibergWitten (20,21) vérie E
τ
T (Aτ ,Φτ ) ≤ C pour tout τ ≥ T .
Démonstration.  Soit (A,Ψ) une solution des équations de SeibergWitten perturbées
pour une des métriques gτ dans une jauge où A⊗B−1τ et Ψ−Φ0 déroissent exponentiellement
vite (f. [KM℄ or. 3.16). En multipliant Ψ par la fontion de tronature χT , on peut appliquer
l'identité (29) à (A,Φ) = (A,χTΨ) ; pour κ aussi petit que l'on veut, on sait d'après le lemme
3 que
i
2ΛFBτ − sH4 ≥ −κ pour t ≥ T susamment grand. Par ailleurs, pour t ≥ T assez
grand, on peut également supposer que |N | ≤ κ. Ainsi, le membre de droite de (29) est un
majorant de
c
∫
t≥T
|∇A(α, γ)|2 + |da+|2 − κ
c
|γ|2 + (|α|2 + |γ|2 + sH)2volgˆτ ,(32)
où c > 0 est une onstante bien hoisie. En utilisant l'identité (29) et l'inégalité (30), on en
déduit que (32) est majoré par
C + ε‖da‖2 +
∫
t≥T
|∂aˆα+ ∂∗aˆγ|2 +
1
4
∣∣∣∣iΛFa + |α|2 − |γ|2 + sH2
∣∣∣∣
2
+
∣∣∣F 0,2a − α¯γ2
∣∣∣2 volgˆτ .(33)
Par hypothèse g − gˆ = O(e−δt) ave δ > 2 et les onnexions spinorielles assoiées vérient
|∇gˆτA −∇gτA | = O(e−δt(1− χτ (t)).(34)
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Comme e−δt ∈ L2(g), on en déduit en utilisant la borne C0 sur le spineur que pour des
onstantes T,C2 > 0 susamment grandes, (32) est minoré par
c
2
∫
t≥T
|∇A(α, γ)|2 + |da+|2 − ε|da|2 − 2κ
c
|γ|2 + (|α|2 + |γ|2 + sH)2volgτ − C2,(35)
où les normes, la onnexion et le projeteur + sont pris par rapport à la métrique gτ . En
appliquant les équations de SeibergWitten au terme d+a ave l'identité (28), il est faile de
voir, à ondition d'avoir hoisi κ susamment petit qu'il existe une onstante c′ > 0 telle
que (35) soir minoré par
c′
∫
t≥T
|∇A(α, γ)|2 + |da+|2 − cε
c′
|da|2 + |γ|2 + (|α|2 + |γ|2 + sH)2volgτ − C2,(36)
En utilisant les équations de SeibergWitten, la propriété (34) et la borne C0 sur le spineur
on en déduit que l'expression (33) est majorée par
C + C2 + 2ε‖da‖2L2(gτ ,M) = C + C2 + 4ε‖da+gτ ‖2L2(gτ ,M),
quitte à hoisir T susamment grand ; 'est don également un majorant de (36). Nous
insistons sur le fait que c et c′ ne dépendent pas du hoix de ε.
En résumé, nous avons montré que pour tout ε′ > 0, il existe des onstantes T,C ′ > 0,
telles que
C + ε‖da+gττ ‖2L2(gτ ,M) ≥ EτT (Aτ ,Φτ ).
En déoupant
ε′‖da+gττ ‖2L2(gτ ,M) = ε′‖da
+gτ
τ ‖2L2(gτ ,t<T ) + ε′‖da
+gτ
τ ‖2L2(gτ ,t>T )
on remarque que le premier terme est borné à l'aide de la borne uniforme C0 sur le spineur,
et que le deuxième terme est ontrlé par l'énergie en hoisissant ε′ susamment petit. On
en déduit la proposition. ✷
3.3. Première valeur propre du laplaien. La ourbure moyenne est un outil essentiel
pour analyser des diérents laplaiens que nous renontrerons par la suite.
Soit un produit riemannien tordu [t1, t2]× Y muni d'une métrique, g = dt2 + gt, où gt est
une famille de métriques sur Y . On dénit la ourbure moyenne des sphères St = {t}×Y de
rayon t par
H =
1
3
trgI = −1
3
∂tvol
gt
volgt
,
où I désigne la deuxième forme fondamentale de St et vol
gt
est la forme volume assoiée à
gt. Par ommodité, on dénit également une ourbure moyenne normalisée h =
3
2H. On a
alors le lemme très utile suivant :
Lemme 7. Soit g = dt2+gt une métrique riemannienne sur [t1, t2]×Y et δ ∈ R. Supposons
qu'il existe h0 ∈ R tel que 0 > h0 ≥ h. Alors pour toute fontion f , on a∫
[t1,t2]×N
|∂tf |2volg ≥ h20
∫
[t1,t2]×N
|f |2volgt + h0
[∫
t=t2
|f |2volgt −
∫
t=t1
|f |2volg
]
.(37)
En partiulier la métrique asymptotiquement hyperbolique gˆ vérie volgˆ = sh2 t sh(2t)dt∧
η ∧ dη d'où h → −2 ; on peut lui appliquer le lemme préédent. En revanhe, pour une
métrique gˆτ , la ourbure moyenne tend vers 0 près de l'inni sur le ne asymptotiquement
plat. Néanmoins on a le ontrle suivant :
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Lemme 8. Pour toute fontion f à support ompat dénie sur M ∩ {t ≥ τ}, on a∫
t>τ
|∂tf |2volgˆτ − (th τ)−2
∫
τ
|f |2volgˆτ,t ≥
∫
t>τ
∣∣∣∣ch τξ2 f
∣∣∣∣
2
volgˆτ .(38)
les normes étant prises par rapport à la métrique gˆτ .
Démonstration.  On fait les hangements de variables ξ2 = ch τ(t − τ) + sh τ puis
r = ln ξ2. Alors
dξ2
ξ2
= dr, dξ2 = ch τdt et la forme volume de gˆτ s'érit 2ξ
3
2dξ2 ∧ η ∧ dη ; on
en déduit l'identité∫
t>τ
|∂tf |2volgˆτ =
∫
2 ch2 τ |∂ξ2f |2ξ32dξ2 ∧ η ∧ dη =
∫
2 ch2 τ |∂rf |2e2rdr ∧ η ∧ dη.
En appliquant le lemme 7 ave h0 = −1, le terme de bord sur t2 est nul près de l'inni ar f
est supposée à support ompat, puis en faisant le hangement de variable inverse, on obtient∫
t>τ
|∂tf |2volgˆτ ≥
∫
t>τ
∣∣∣∣ch τξ2 f
∣∣∣∣
2
volgˆ + (th τ)−2
∫
t=τ
|f |2volgˆτ,t(39)
d'où le résultat. ✷
On introduire naturellement un nouvel espae de Sobolev : pour toute fontion f sur M ,
on pose
‖f‖τ = ‖f‖L2(gτ ,t<τ) +
∥∥∥∥ch τξ2 f
∥∥∥∥
L2(gτ ,t>τ)
.(40)
Lemme 9. Il existe une onstante c > 0 et T susamment grand tels que pour toute fontion
f à support ompat dénie sur ZT = M ∩ {t ≥ T} nulle en t = τ et pour toute métrique gτ
ave τ > T on ait
‖∂tf‖2L2(gτ ,ZT ) ≥ c‖f‖2τ,ZT ;(41)
e lemme est également vérié par les métriques gˆτ .
Démonstration.  On ommene par démontrer le lemme pour les métriques gˆτ , puis on
en déduit automatiquement le résultat pour les métriques gτ . Il sut de onstater que les
intégrants sont perturbés lorsqu'on passe de la métrique gˆτ à la métrique gτ par un terme de
la forme (1 − χτ (t))ε(t)(|f |2 + |df |2), où χτ est la fontion de tronature dénie au (13) et
ε(t) une fontion indépendante de τ tendant vers 0. Ce terme provient du reollement entre
g et gˆ pour t < τ et ε(t)→ 0 tient ompte du fait que g est asymptotique à gˆ.
Mais e résultat est évident pour les métriques gˆτ : on hoisit une onstante 0 < c ≤ 1, on
minore ∫
[T,+∞]
|∂tf |2vol ≥
∫
[T,τ ]
|∂tf |2vol + c
∫
[T,+∞]
|∂tf |2vol,
et on ajuste c de sorte qu'après avoir appliqué les lemmes 7 et 8 il ne reste plus qu'une
intégrale de bord positive en t = τ dans le membre de droite de l'inégalité. ✷
On en déduit lassiquement une inégalité de Poinaré sur M .
Corollaire 10 (Inégalité de Poinaré). Il existe une onstante c > 0 telle que pour toute
fontion f sur M telle que ‖f‖τ <∞, on ait
‖df‖L2(gτ ) ≥ c‖f‖τ .
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Démonstration.  Supposons l'assertion fausse. On en déduit une suite de fontions fτ
telles que ‖df‖L2(gτ ) → 0 et ‖f‖τ = 1. Alors, quitte à extraire, ette suite admet une limite
faible sur tout ompat f ∈ L21(g). A la limite df = 0 don f est onstante. Comme la
métrique est de volume inni et f est L2, néessairement f = 0. Par ompaité de l'inlusion
L2 ⊂ L21, la suite fτ onverge en fait vers 0 au sens L2-fort sur tout ompat de M .
Choisissons T susamment grand an d'appliquer le lemme 11 ; on majore
1 = ‖fτ‖2τ = 2‖(1 − χT )fτ‖2 + 2‖χT fτ‖2τ
≤ 2‖(1 − χT )fτ‖2 + 2c−1
∫
|d(χT fτ )|2vol
≤ 2‖(1 − χT )fτ‖2 + 4c−1
∫
|(∂tχT )fτ |2vol + 2c−1
∫
|χTdfτ |2vol,
mais le membre de droite tend vers 0 lorsque τ tend vers l'inni d'où une ontradition. Le
orollaire est par onséquent vérié. ✷
3.4. Laplaien des 1-formes. Calulons le laplaien des 1-formes pour une métrique g =
dt+ ξ21η
2 + ξ22γ, telle que ξ1 = 2ξ2ξ
′
2. Une 1-forme a se déompose en
a = fdt+ qξ1η + b,
où f et q sont des fontions et b une 1-forme tangente à la distribution de ontat, 'est à
dire telle que i∂tb = iX b = 0. Un alul diret de ∆a = (dd
∗ + d∗d)a, en utilisant la formule
∂tb = ∇∂tb− I(b), montre que
∆a =
(
−∂2t f + 2h∂tf + 2h′f +∆f − x2 · f +
ξ′1
ξ1
x · q + [∂t, d∗]b
)
dt
+
(
−∂2t q + 2h∂tq + 2h′q +∆q − x2 · q −
ξ′1
ξ1
x · f + [x, d∗]b− 2ξ
′
2
ξ2
∗ db
)
ξ1η
−∇2∂tb+ 2h∇∂tb−
(ξ′2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
b+ 2∆b+ ∗x ∗ x · b− 2ξ
′
2
ξ2
(df − ∗dg),
où x = ξ−11 R, ave R le hamp de Reeb, et les opérateurs d, ∗, d∗,∆ apparaissant dans le
membre de droite sont dénis le long de la distribution de ontat. Plus préisément, db
représente la projetion orthogonale de la diérentielle de b sur la distribution de ontat ; ∗
est l'opérateur de Hodge déni sur la distribution de ontat par b∧∗b = ξ22dη ; on en déduit
une divergene d∗ et un laplaien ∆ formés à l'aide de es deux opérateurs.
En intégrant par parties pour t xé et en utilisant le fait que la forme volume est invariante
suivant x, on obtient
∫
t
〈∆a, a〉volgt =
∫
t
(
〈−∂2t f + 2h∂tf, f〉+ |x · f |2 + 〈
ξ′1
ξ1
x · q, f〉+ |df |2 + 2h′|f |2(42)
+ 〈−∂2t q + 2h∂tq, q〉+ |x · q|2 − 〈
ξ′1
ξ1
x · f, g〉+ |dq|2 + 2h′|q|2
+ 〈−∇2∂tb+ 2h∇∂tb−
(ξ′2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
b, b〉+ |x · b|2 + |db|2 + |d∗b|2
)
volgt .
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En intégrant maintenant par parties suivant t, on obtient∫
[t1,t2]
〈∆a, a〉volg +
∫
∂[t1,t2]
〈∇∂ta, a〉volgt
=
∫
[t1,t2]
(
|∂tf |2 + |x · f |2 + 〈ξ
′
1
ξ1
x · q, f〉+ |df |2 + 2h′|f |2
+ |∂tq|2 + |x · q|2 − 〈ξ
′
1
ξ1
x · f, g〉+ |dq|2 + 2h′|q|2
+ |∇∂tb|2 −
(ξ′2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
|b|2 + |x · b|2 + |db|2 + |d∗b|2
)
volg.
Par la formule de Bohner ∆a = ∇∗∇a + Ric(a), on reonnait que le terme de gauhe de
l'identité i-dessus est égal à
∫
[t1,t2]
(|∇a|2 +Ric(a, a))volg.
Par onstrution, la ourbure moyenne des métriques gˆτ est roissante, soit h
′ ≥ 0. En
minorant,
〈ξ
′
1
ξ1
x · q, f〉+ |x · f |2 − 〈ξ
′
1
ξ1
x · f, q〉+ |x · q|2 ≥ −| ξ
′
1
2ξ1
f |2 − | ξ
′
1
2ξ1
q|2,
on en déduit l'inégalité
(43)
∫
[t1,t2]
(|∇a|2 +Ric(a, a)) volg ≥
∫
[t1,t2]
(
|∂tf |2 − | ξ
′
1
2ξ1
f |2 + |∂tq|2 − | ξ
′
1
2ξ1
q|2 + |∇∂tb|2 −
(ξ′2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
|b|2
)
volg.
Ce alul nous permet de démontrer le lemme suivant.
Lemme 11. Il existe des onstantes c, T > 0 telles que pour toute métrique gτ et toute
1-forme a ∈ L21(gτ ) dénie sur le bout [T,+∞[×Y on ait∫
t>T
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol ≥ c∫
[T,τ ]
|a|2vol,
les normes étant prises par rapport à la métrique gτ . Ce lemme est également valable pour
les métriques gˆτ .
Démonstration.  On ommene par démontrer le lemme pour les métriques gˆτ , puis on
en déduit automatiquement le résultat pour les métriques gτ . Il sut de onstater que les
intégrants sont perturbés lorsqu'on passe de la métrique gˆτ à la métrique gτ par un terme de
la forme (1 − χτ (t))ε(t)(|a|2 + |∇a|2), où χτ est la fontion de tronature dénie au (13) et
ε(t) une fontion indépendante de τ tendant vers 0.
Examinons les termes d'ordre 0 dans le membre de droite de l'inégalité (43). Sur l'intervalle
[T, τ ], on a par onstrution
ξ′1
2ξ1
≤ 1, (ξ
′
2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
≤ 3;
sur la partie onique [τ,+∞], on a
ξ′1
2ξ1
=
ch τ
2ξ2
,
(ξ′2)
2 + 2ξ2ξ
′′
2
ξ22
=
(
ch τ
ξ2
)2
.
On utilise le lemme 7 ave h0 prohe de −2 sur l'intervalle [T, τ ] et le lemme 8 sur l'intervalle
[τ,+∞]. On en déduit, en négligeant le terme de bord en T qui est positif, une onstante
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c > 0 telle que∫
[T,τ ]
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol ≥ c∫
[T,τ ]
|a|2vol + h0
∫
τ
|a|2volgt,
et ∫
[τ,+∞]
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol ≥ (th τ)−2 ∫
τ
|a|2volgt .
On peut ajuster une onstante 0 < c′ ≤ 1 telle que c′h0 + (th τ)−2 > 0 pour tout τ susam-
ment grand. Alors∫
[T,+∞]
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol ≥ c′ ∫
[T,τ ]
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol
+
∫
[τ,+∞]
(|∇a|2 +Ricgτ (a, a)) vol,
et le terme de bord en τ , apparaissant dans le membre de droite après minoration est positif ;
on obtient ainsi l'inégalité souhaitée. ✷
3.5. Convergene des solutions sur tout ompat. Nous avons maintenant tous les
outils néessaires pour faire onverger la suite de solution des équations de SeibergWitten
(Aτ ,Φτ ) sur tout ompat de M . Nous supposerons dans la n de ette setion que l'énergie
des solutions (Aτ ,Φτ ) admet une borne uniforme. Nous voulons faire onverger ette suite
quitte à faire des hangements de jauge et à extraire une sous-suite vers une solutions des
équations pour la métrique g
DgAΦ = 0(44)
F
+g
A⊗B−1
= q(Φ)− q(Φ0),
où B est la onnexion de Chern de la métrique gˆ.
Dans un premier temps nous faisons onverger les solutions hors d'un ompat susam-
ment grand. On ommene par xer une jauge de Hodge en faisant agir le groupe de jauge
G = Map(M,S1).
Lemme 12. Quitte a faire des hangements de jauge, on peut supposer que d∗aτ = 0 et
aτ ∈ L2(gτ ) sur M .
Démonstration.  On herhe une fontion u telle que d∗aτ + d
∗du = 0. Il est possible
de résoudre le problème en minimisant la fontionnelle∫
M
(
1
2
|du|+ 〈aτ , du〉)volgτ
et on obtient une solution telle que∫
|du|2vol = −2
∫
〈a, du〉 ≤ 2‖du‖L2(gτ )‖a‖L2(gτ ),
d'où du ∈ L2(gτ ). En fait, on en sait un peut plus sur u ar d'après le orollaire 10
‖du‖L2(gτ ) ≥ c‖u‖τ
pour toute fontion à support ompat et l'inégalité reste vraie par passage à la limite. Par
onséquent, u admet une borne L21 sur haque ompat et par régularité elliptique loale, on
en déduit que u est une fontion lisse. Finalement, la transformation de jauge eu/2 résout le
problème. ✷
Notons qu'on perd a priori de la régularité sur Φτ en se plaçant en jauge de Hodge, mais
l'énergie bornée ore un ontrle susant pour faire onverger les solutions. La borne C0 a
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priori sur le spineur et l'énergie fournissent une borne uniforme sur ‖d+aτ‖L2(gτ ). En intégrant
par parties et en utilisant le fait que nous sommes dans une jauge de Hodge, on en déduit
une borne uniforme sur
∫
M |∇aτ |2 + Ric(aτ , aτ )vol. Puis en utilisant le lemme 11, on en
déduit une borne uniforme sur
∫
[T,τ ] |a|2vol pour T susamment grand. On en déduit quitte
à extraire une sous-suite que aτ onverge sur tout ompat vers une limite faible a ∈ L21(g).
La borne C0 sur le spineur Φτ et la borne sur
∫
t>T |∇Φτ |2vol fournie par l'énergie nous
indiquent que Φτ est borné en norme L
2
1 sur un ompat xé. Par extration diagonale, on
en déduit que Φτ onverge sur tout ompat de M vers une limite faible Φ. On obtient ainsi
une limite (A,Φ), où A = B + a, solution des équations de (44) et d'énergie nie, dénie
sur le bout t > T . Par elliptiité du problème (A,Φ) est en fait lisse. L'énergie nous permet
maintenant de réupérer une ontrle global sur (A,Φ).
Lemme 13. Soit (A,Φ) une solution d'énergie nie des équations de SeibergWitten (44)
pour la métrique g telle que A⊗ B−1 ∈ L21(g) et Φ borné en norme C0. Alors quitte à faire
un hangement de jauge par une onstante u ∈ S1 on a Φ− Φ0 ∈ L21.
On peut don faire onverger les solutions (Aτ ,Φτ ) sur le bout de M . On se plae en
jauge de Hodge à l'aide du lemme 12 et on peut extraire une limite sur tout ompat (A,Φ)
d'énergie nie. Puis du lemme 13 on déduit :
Corollaire 14. Supposons l'énergie des solutions (Aτ ,Φτ ) uniformément bornée. Alors pour
T susamment grand, quitte à faire des hangements de jauge et à extraire une sous-suite,
on en déduit que (Aτ ,Φτ ) onverge sur tout ompat de M∩{t ≥ T} vers une solutions (A,Φ)
des équations de SeibergWitten (44), relatives à la métrique asymptotiquement hyperbolique
omplexe g, telle que A⊗B−1 et Φ−Φ0 sont dans L21(g).
Remarque : au départ nous avons déni des métriques gτ pour une famille d'indies τ ∈ R+.
Dans le orollaire i-dessus et dans toute la suite de et artile, une suite extraite de (vτ )τ∈R+
désignera une sous-suite (vτ )τ∈I , où I ⊂ R+ est un ensemble inni et non borné.
Démonstration du lemme 13 :  L'énergie nie nous permet de onlure instantanément
que γ ∈ L21(g) en déomposant Φ = (α, γ). Quant à α, on sait seulement que
∫
t>T |∇aˆα|2vol <
+∞. En identiant par transport parallèle les spineurs sur le bout de M à des familles de
spineurs sur Y dépendant de t, on peut érire
Φ(t2, y)− Φ(t1, y) =
∫ t2
t1
(∇A∂tΦ)dt.
On en déduit que
|Φ(t2, y)− Φ(t1, y)|2 ≤ e
−4t
4
∫ t2
t1
|∇A∂tΦ|2e4tdt.
Comme |∇AΦ|2 est intégrable, on en déduit que Φ(t, y) est de Cauhy pour presque tout y.
On obtient une limite Φ(y) telle que∫
{t1}×Y
|Φ(t, y)− Φ(y)|2volg ≤ c
∫
[t1,+∞]×Y
|∇A∂tΦ|2volg.(45)
Évidemment par onstrution ∇A∂tΦ(y) = 0, et via le lemme 7 on obtient∫
[T,t1]
|∇A∂tΦ|volg ≥ h20
∫
T,t1
|Φ− Φ(y)|2volg + h0
∫
∂[T,t1]
|Φ− Φ(y)|2volgt ;
D'après (45) l'intégrale de bord en t1 tend vers 0 lorsque t1 tend vers l'inni. On en déduit
que Φ− Φ(y) ∈ L2(g).
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Fixons un point y ∈ Y . Puisque la métrique est asymptotiquement hyperbolique omplexe,
on a une suite d'ouverts Vy(t), qui s'identient à la boule unité entrée en 0 de CH2 via une
isométrie, sur lesquels la métrique g tend vers la métrique hyperbolique omplexe lorsque
t tend vers l'inni f. ([Bi℄ setion I.1.B). En transportant également la solution (A,Φ) des
équations de SeibergWitten sur Vy(t), on en déduit une suite de solution (At,Φt) sur la
boule unité de CH2 entrée en 0. Puisque (A,Φ) était d'énergie nie, l'énergie de (At,Φt)
tend vers 0 sur la boule. Comme par hypothèse A⊗B−1 ∈ L21(g), on en déduit que At⊗A−10 ,
où A0 est la onnexion de Chern du bré anti-anonique de CH2, tend vers 0 en norme
L21, relativement à la métrique hyperbolique omplexe, lorsque t tend vers l'inni. Puisque
l'énergie de (At,Φt) est bornée et que Φt est uniformément borné en norme C
0
, on obtient une
borne uniforme sur la norme L21 de Φt sur la boule unité de CH2. On peut don en extraire
une limite faible Ψ. A la limite, (A0,Ψ) est une solution d'énergie nulle des équations de
SeibergWitten pour la métrique hyperbolique omplexe. On en déduit que Ψ est parallèle
et nalement que Ψ = (u
√−sH, 0) où u ∈ S1 est onstante. Par ompaité de l'inlusion
L2 ⊂ L21, Φt onverge en fait vers Ψ au sens L2-fort sur la boule. Par onséquent en ramenant
Φ(y) sur la boule unité, on a Ψ = Φ(y) = (u
√−sH, 0). En faisant agir la transformations de
jauge onstante u−1 sur (A,Φ), on en déduit le lemme. ✷
En e qui onerne le domaine ompat M ∩ {t ≤ T + 1}, la borne uniforme C0 sur
le spineur sut pour faire onverger la suite de solution (Aτ ,Φτ ). Nous nous référons par
exemple au lemme 4 de [KM2℄ an d'énoner le résultat suivant :
Lemme 15. Soit une variété à bord X munie d'une struture spinc et d'une métrique rie-
mannienne g. Soit (Aτ ,Φτ ) une suite de solutions des équations de SeibergWitten telle qu'il
existe C > 0 ave |Φτ | ≤ C pour tout τ . Quitte à faire des hangements de jauge et à extraire
une sous-suite, la suite (Aτ ,Φτ ) onverge au sens C
∞
sur X vers une solutions (A,Φ) des
équations de Seiberg-Witten (44).
Remarque : 'est la même démonstration que dans le as ompat. Il faut faire attention
pour faire onverger la onnexion : sur les variétés à bord, on dispose d'une théorie de Hodge
en xant une ondition de Neumann onvenable pour les formes harmoniques. Cette ondition
se traduit sur les 1-formes par l'annulation suivant la normale au bord.
On peut également supposer que la métrique dépend de τ dans le lemme 15 et onverge
au sens C∞ vers une métrique g sur X.
Notre problème est maintenant de reoller les solutions obtenues sur les domaines t ≤
T + 1 et t ≥ T de M . Nous avons besoin du lemme préliminaire suivant :
Lemme 16. Soit (A,Φ) une solutions d'énergie nie des équations de SeibergWitten (44)
pour la métrique g , dénie près de l'inni. Alors il existe ε > 0, et T susamment grand
tels que sur le domaine M ∩ {t ≥ T} on ait |α| > ε, en déomposant Φ = (α, γ).
Démonstration.  Supposons le lemme faux. Alors, il existe une suite de points zj ∈M
tendant vers le bord à l'inni tels que |α|(zj) → 0. En faisant la même onstrution que
dans la démonstration du lemme 13, on obtient une suite de (Aj ,Φj) en ramenant zj en 0
par une isométrie de CH2 dont l'énergie tend vers 0 sur la boule unité. Quitte à faire des
transformations de jauge, ette suite onverge vers une solutions d'énergie nulle des équations
de SeibergWitten sur CH2. Par régularité elliptique, la onvergene est en réalité C∞ et
don à la limite α(0) = 0 ; ei ontredit l'énergie nulle. ✷
En appliquant le lemme 14 on fait onverger la suite (Aτ ,Φτ ) vers (A,Φ) sur le bout
t ≥ T pour T susamment grand en extrayant et en faisant des transformations de jauge
sur M . Puis en appliquant le lemme 14, on trouve une suite de transformations de jauge uτ
telles que, quitte à extraire, uτ · (Aτ ,Φτ ) onverge sur M \ {t > T + 1}. En déomposant
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Φτ = (ατ , γτ ) et en utilisant le fait que les onvergenes sont C
∞
sur tout ompat, on en
déduit d'après le lemme 16 un ε > 0 tel que pour τ susamment grand, |ατ | > ε pour tout
t ≥ T . On en déduit que uτ onverge également sur l'anneau [T, T + 1]. Alors pour N et τ
susamment grand, on peut érire uτ = e
ivτuN pour un unique vτ tel que |vτ | < π/2. On
dénit les transformations de jauge fτ par : fτ = uτu
−1
N pour t ≤ T , fτ = exp(i(1−χT+1)vτ )
pour t ≥ T (f. (13) pour la dénition de χ) . Alors fτ · (Aτ ,Φτ ) onverge sur M tout entier
et on peut énoner le résultat suivant :
Proposition 17. Soit g une métrique asymptotiquement hyperbolique omplexe sur M , mu-
nie d'une struture spinc adaptée. Soit (Aτ ,Φτ ) une suite de solutions d'énergie bornée des
équations de SeibergWitten perturbées relatives aux métriques asymptotiquement plates gτ
approximant g. Alors quitte à faire des hangements de jauge et à extraire une sous-suite,
(Aτ ,Φτ ) onverge sur tout ompat de M vers une solution (A,Φ) des équations de Seiberg
Witten (44) pour la métrique g telle que Φ−Φ0 ∈ L21, a = A⊗B−1 ∈ L21 et d∗a = 0 près de
l'inni.
4. Métriques d'Einstein asymptotiquement hyperboliques omplexes
On suppose maintenant dans toute ette setion que g est une métrique d'Einstein asymp-
totiquement hyperbolique omplexe. Nous expliquons maintenant omment faire en sorte que
la perturbation des équations de SeibergWitten (21) s'évanouisse et omment généraliser
les résultats obtenus pour es nouvelles onstrutions.
4.1. Modiation des onstrutions. D'après la proposition 3.1 de [BiH℄ (nous nous
référons largement à sa démonstration dans e qui suit), il existe une métrique de Kähler
Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe (g¯, J¯) d'inni onforme γ dénie sur le
bout de M par une série formelle. Nous supposerons pour simplier dans la suite de ette
setion omme si la métrique était exatement KählerEinstein plutt que dénie par une
série formelle bien que nos résultats restent vrais en toute généralité.
Préisons quelques points sur la onstrution de (g¯, J¯). La struture omplexe J¯ est obtenue
en modiant J le long de la distribution de ontat : la diérene entre J et J¯ est paramétrisée
par un tenseur θ ∈ H0,1 ⊗ H1,0 ave H0,1 les formes de type (0, 1) et H1,0 les veteurs de
type (1, 0) de la distribution de ontat tel que
T J¯0,1 = {X + θ(X),X ∈ T J0,1}.
De plus on sait que par onstrution θ = O(e−2t). Les tenseurs θτ = (1− χτ−1)θ dénissent
une famille de strutures presque omplexes qui réalisent un reollement entre J¯ pour t ≤ τ−2
et J pour t ≥ τ − 1. On en déduit une famille J˜τ de strutures presque omplexes en
remplaçant J par Jτ pour t ≥ τ − 1.
La métrique presque kählérienne gˆ = dt2+sh2(2t)η2+sh2(t)γ déoule, omme dans le as
hyperbolique omplexe (5), d'un potentiel U = −12 ln(1−th2 t) ave ωgˆ = i∂∂U . La métrique
g¯ est dénie en modiant e potentiel par ωg¯ = i∂∂(U + F ) où F = O(e−2t). De façon
analogue au as de la struture presque omplexe, la suite de potentiels Fτ = (1 − χτ−1)F ,
permet de dénir une suite de métriques presque kählériennes g˜τ relativement à J˜τ reollant
la métrique g¯ pour t ≤ τ − 2 et gˆτ pour t ≥ τ − 1.
Toutes nos onstrutions gardent un sens en remplaçant la suite (gˆτ , Jτ ) de la setion
2.4 par (g˜τ , J˜τ ). On dénit alors la suite d'approximations gτ de g par (14). Comme g¯ et
gˆ dièrent par un O(e−2t), on en déduit que l'ensemble des résultats de la setion 2.5, le
orollaire 10 et le lemme 11 restent vrais pour les nouvelles métriques gτ . Il s'en suit que les
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solutions de SeibergWitten perturbées assoiées aux métriques gˆτ admettent une uniforme
borne C0 suivant le lemme 5.
Si g est une métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe, elle satisfait
une équation elliptique modulo l'ation des diéomorphismes. Un examen préis de ette
équation mené par Biquard et Herzlih donne des renseignements supplémentaires sur le
omportement à l'inni de g :
Résultat (BiquardHerzlih). Si g est une métrique d'Einstein asymptotiquement hyper-
bolique, alors quitte à faire agir un diéomorphisme, on a près de l'inni
g = g¯ + k +O(e−(4+ε)t), où ε > 0(46)
et k = e−2tk0 ave k0 une 2-forme bilinéaire symétrique sur la distribution de ontat de Y ,
antiommutant à la struture omplexe. Autrement dit iη♯k0 = 0 et k0(J ·, J ·) = −k0.
Comme la métrique g¯ est de KählerEinstein, l'équation F
+g¯
B = q(Φ0) est vériée. On en
déduit que F
+g
B = q(Φ0)+̟, ave ̟ = O(e
−4t). Les équations de SeibergWitten perturbées
sont maintenant dénie par
DgτAτΦτ = 0
F+Aτ − q(Φτ ) = F+Bτ − q(Φ0) +̟τ
où Bτ est la onnexion de Chern induite par la métrique (g˜τ , J˜τ ) sur le bré anti-anonique
et ̟τ = (1− χτ )̟. La perturbation F+Bτ − q(Φ0) +̟τ est maintenant nulle pour t ≤ τ − 2.
À la limite on obtient les équations de SeibergWitten non perturbées (2) pour la métrique
g.
Ave les mêmes démonstrations que elles des propositions 6, 17, on obtient en utilisant le
résultat de BiquardHerzlih
Proposition 18. Soit g une métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe
et soit (Aτ ,Φτ ) une suite de solutions des équations de SeibergWitten perturbées pour les
approximations gτ . Alors pour T susamment grand, l'énergie E
τ
T (Aτ ,Φτ ) est uniformément
bornée.
Comme la borne uniforme sur l'énergie est systématique, on a don :
Proposition 19. Soit g une métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe
surM , munie d'une struture spinc adaptée. Soit (Aτ ,Φτ ) une suite des équations de Seiberg
Witten perturbées relatives aux approximations asymptotiquement plates gτ de g. Quitte à
faire des hangements de jauge et à extraire une sous-suite, (Aτ ,Φτ ) onverge sur tout om-
pat de M vers une solution (A,Φ) des équations de SeibergWitten non perturbées (2) pour
la métrique g telle que Φ − Φ0 ∈ L21, a = A ⊗ B−1 ∈ L21 et d∗a = 0 près de l'inni, ave
(A0,Φ0) la solution standard des équations pour une métrique formelle KählerEinstein g¯,
asymptotiquement hyperbolique omplexe, dénie sur le bout de M .
Si g est d'Einstein, nous allons montrer, quitte à faire un hangement de jauge, que la
solution (A,Φ) possède une forte déroissane à l'inni en nous servant de (46).
4.2. Déroissane des solutions. Par ommodité, on onsidère maintenant des solutions
(A,Φ) des équations de Seiberg-Witten, où A est par onvention une onnexion dénie sur
la raine arrée du bré déterminant C
1/2
. Nous retrouvons ainsi une solution des équations
préédentes par un simple hangement de variables (A,Φ) → (A ⊗ A,√2Φ) et l 'ation du
groupe de jauge G = Map(M,S1) est donnée par
u · (A,Φ) = (A+ du
u
, u−1Φ).
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En linéarisant les équations de SeibergWitten et l'ation du groupe de jauge G en la
solution standard (B,Φ0) des équations pour la métrique de Kähler Einstein g¯, on obtient
les opérateurs
δ1(u) = (du,−uΦ0)
δ2(a, ϕ) = (d
+a− {Φ0 ⊗ ϕ∗ + ϕ⊗ Φ∗0}0,DBϕ+ a · Φ).
L'adjoint formel de δ1 est donné par
δ∗1(a, ϕ) = d
∗a− iIm(Φ∗0ϕ).
On dénit l'opérateur D = δ∗1 + δ2 et son laplaien P = D∗D. En notant l'espae de Sobolev
à poids L2k,δ = e
−δtL2k, on a la proposition :
Proposition 20. Il existe des onstantes ε, c, T > 0 telles que pour tout ouple (a, ϕ) à
support ompat dénit sur [T,+∞[ nul en t = T et tout δ ∈ [0, 2 + ε] on ait∫
|D(a, ϕ)|2e2δtvol ≥ c
∫ (|∇a|2 + |∇A0ϕ|2 + |a|2 + |ϕ|2) e2δtvol,(47)
où D est l'opérateur des équations linéarisées modulo l'ation du groupe de jauge en en
(B,Φ0).
Il n'est pas diile d'en déduire le orollaire suivant en notant
‖σ‖2L2k,δ(g) =
k∑
j=0
‖(∇kσ)eδt‖2L2(g).
Corollaire 21. Il existe des onstantes ε, T, ck > 0 telles que pour toute onguration (a, ϕ)
à support ompat nulle en t = T et tout δ ∈ [0, 2 + ε] on ait
‖D(a, ϕ)‖L2k−1,δ(g) ≥ ck‖(a, ϕ)‖L2k,δ(g).(48)
Un proédé de bootstrapping, dans le as où g est une métrique d'Einstein, va nous per-
mettre en s'appuyant sur e orollaire d'obtenir une borne L2k sur une solution (A,Φ) des
équations de SeibergWitten non perturbées (2) en partant d'une borne L21.
Si la métrique vérie g = g¯ +O(e−(4+ε)t), on en déduit automatiquement que
DgAΦ = D
g¯
AΦ+O(e
−(4+ε)t) · Φ,(49)
où le O(e−(4+ε)t) est la 1−forme donnée par ∇gA − ∇g¯A et agissant sur Φ par produit de
Cliord. En utilisant le fait que Φ est borné en norme C0 on en déduit O(e−(4+ε)t) · Φ est
aussi un O(e−(4+ε)t).
Mais d'après (46), la métrique g omporte également une perturbation donnée par un
tenseur k = O(e−4t) déni sur la distribution de ontat et antiommutant ave J . La
variation de l'opérateur de Dira en fontion de la métrique est alulée préisément dans
[BG℄ au théorème 21 : en identiant les brés de spineurs par un isomorphisme anonique à
elui réalisé par la métrique g¯, la variation innitésimale de l'opérateur de Dira pour une
variation k de métrique g¯ est donnée par
D˙g¯AΦ = −
1
2
Cl(∇A,g¯K Φ) +
1
4
(δg¯k + dtrg¯k) · Φ,
où K est l'endomorphisme de TM déni par g¯−1k et Cl est la ontration par le produit de
Cliord. On applique ette identité à B et Φ0 et puisque Φ0 est parallèle le premier terme
est nul. Comme k antiommute à J sa trae par rapport à gˆ est nulle. Par ailleurs on a
δgˆk = O(e−5t) (f. formule (7.16) de [BiH℄ en faisant attention à la onvention diérente
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sur la ourbure salaire). Comme gˆ − g¯ = O(e−2t), on en déduit que pour un aroissement
k = O(e−4t), on a δg¯k + dtrg¯k = O(e
−5t) d'où
D˙g¯BΦ0 = O(e
−5t).
Les termes quadratiques et d'ordre supérieur dans la variation de l'opérateur de Dira par
rapport à la métrique (DgA − Dg¯A)Φ ont une déroissane enore plus forte. On en déduit
nalement que la formule (49) reste valable pour toute métrique d'Einstein asymptotiquement
hyperbolique omplexe.
Notons que le tenseur k orrespond à une déformation innitésimale de la métrique g¯
laissant la forme sympletique invariante. Il est faile d'en déduire que l'équation de Seiberg
Witten portant sur la ourbure est perturbée par un terme à déroissane en O(e−(4+ε)t)
lorsqu'on passe de g¯ à g.
Rappelons que (A,Φ) est dans une jauge de Hodge près de l'inni et les équations de
Seiberg-Witten s'érivent par onséquent sous la forme
D(a, ϕ) +Q(a, ϕ) +O
(
e−(4+ε)t
)
= (iIm〈Φ0, ϕ〉, 0, 0)(50)
où ϕ = Φ−Φ0, a = A⊗B−1, Q est un terme quadratique et D est l'opérateur des équations
de SeibergWitten pour la métrique g¯ linéarisées en (B,Φ0). Le terme quadratique Q(a, ϕ)
admet une borne L21. En eet
Q(a, ϕ) = (0, a · ϕ, q(ϕ,ϕ));
maintenant ∇q(ϕ,ϕ) = 2q(∇ϕ,ϕ) ∈ L2 puisque ∇ϕ ∈ L2 et ϕ borné en norme C0 et de
même (∇a) · ϕ ∈ L2 ar ∇a ∈ L2. Il nous reste à voir que a · ∇ϕ ∈ L2. Par l'inlusion de
Sobolev L21 ⊂ L4, on a a ∈ L4. Par ailleurs, on a d'après les équations de SeibergWitten
DBϕ = −a ·ϕ. Comme ϕ ∈ C0, on en déduit que DBϕ ∈ L4. De plus ϕ ∈ L4 et par elliptiité
de l'opérateur de Dira, on en déduit une borne L41 sur ϕ. Finalement ∇ϕ ∈ L4 et on a une
borne L2 sur ∇Q(a, ϕ).
Remarque : puisque les opérateurs DB est déni à partir d'une métrique asymptotiquement
hyperbolique omplexe, les onstantes de régularité elliptique loale peuvent être hoisies
indépendamment du entre des boules e qui justie le raisonnement de bootstrapping i-
dessus.
D'après (50) on a don une borne L21 surD(a, ϕ). On en déduit une borne L21 surD(χT (a, ϕ)),
où χT est la fontion de tronature dénie à la setion 2.4, puis via le orollaire 21 on en
déduit que (a, ϕ) est dans L22. En réitérant e raisonnement, on montre que (a, ϕ) ∈ L2k pour
tout k.
Corollaire 22. La solution (A,Φ) des équations de SeibergWitten non perturbées (2) pour
la métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique omplexe g, en jauge de Hodge près de
l'inni, obtenue dans la proposition 19 vérie A⊗B−1 ∈ L2k et Φ− Φ0 ∈ L2k pour tout k.
On a maintenant obtenu une régularité susante sur la solution (A,Φ) pour xer une
jauge de Coulomb près de l'inni.
Lemme 23. Soit (A,Φ) une onguration telle que A−B ∈ L2k et Φ−Φ0 ∈ L2k ave k ≥ 2.
Alors on peut faire un hangement de jauge sur le bout de M ∩{t > T}, ave T susamment
grand, de la forme eu, ave eu − 1 ∈ L2k+1 tel qu'on ait δ∗1(A − B,Φ − Φ0) = 0, où δ1 est
l'ation linéarisée du groupe de jauge en (B,Φ0).
Démonstration.  On introduit les espaes Wk qui sont les omplétés pour la norme L
2
k
des fontions (formes, setions) à support ompat dénies pour t ≥ T et nulles en t = T .
On onsidère l'ation du groupe de jauge entre les espaes
{(A,Φ)/a, ϕ ∈Wk et δ∗1(a, ϕ) = 0} × {u ∈Wk+1} −→ {(A,Φ)/a, ϕ ∈Wk}
((A,Φ), u) 7−→ (A+ du, e−uΦ),
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où l'on a noté (a, ϕ) = (A⊗B−1,Φ−Φ0). Cette èhe est dénie à ondition de hoisir k ≥ 3,
an d'avoir l'inlusion ontinue L2k ⊂ C0. Nous allons voir que 'est un diéomorphisme loal
près de ((B,Φ0), 0). Il sut de montrer que la diérentielle en e point est un isomorphisme,
'est à dire de montrer qu'étant donné (a˙, ϕ˙) ∈ Wk il existe un unique u ∈ Wk+1 qui résout
innitésimalement le problème de la jauge de Coulomb δ∗1δ1(u) = −δ∗1(a˙, ϕ˙). Il sut don de
montrer que δ∗1δ1 : Wk+1 →Wk−1 est un isomorphisme. On alule aisément
δ∗1δ1(u) = d
∗du+ |Φ0|2u
d'où ∫
〈δ∗1δ1(u), u〉vol ≥ |Φ0|2
∫
|u|2vol;
et on en déduit une onstante c > 0 telle que
‖u‖L2 ≤ c‖δ∗1δ1(u)‖.(51)
Par ailleurs, ompte tenu du fait que la métrique est asymptotiquement hyperbolique, les
onstantes ck des estimations elliptiques loales sur les boules de rayon 1
‖u‖L2
k+2
≤ ck
(
‖u‖L2 + ‖δ∗1δ1(u)‖L2
k
)
peuvent être hoisie indépendamment du entre de la boule. En partant de (51), on en déduit
des onstantes c′k telles que
‖u‖L2k+2 ≤ c
′
k‖δ∗1δ1(u)‖L2k ,
où les normes sont prises sur M tout entier ; l'opérateur δ∗1δ1 est don un isomorphisme.
Soit (A,Φ) une onguration telle que dans l'énoné du orollaire. Notons (a, ϕ) = (A ⊗
B−1,Φ−Φ0) et posons AT = B+χTa et ΦT = Φ0+χTϕ où χT est la fontion de tronature
dénie à la n de la setion 2.4. Lorsque T tend vers l'inni, (AT ,ΦT ) tend vers (B,Φ0) en
norme L2k. On en déduit la jauge de Coulomb souhaitée pour T susamment grand. ✷
Remarque : soit σ une setion de bré (forme, spineur) telle que σ ∈ L2k,δ. Alors
σ(t) = −
∫ ∞
t
e−(4+2δ)t(∇∂tσ)e(4+2δ)tdt;
par inégalité de Cauhy-Shwarz, il vient
|σ(t)|2 ≤ e
−2(2+δ)t
4 + 2δ
∫ ∞
t
|∇∂tσ|2e(4+2δ)tdt,(52)
En utilisant l'inlusion ontinue L22 ⊂ C0 sur Y 3, on en déduit en intégrant sur Y que
σ,∇σ, . . . ,∇k−3σ sont des O(e−(2+δ)t)
En partiulier, on sait automatiquement que pour la solution des équations de Seiberg-
Witten obtenue dans la proposition 17, plaée dans une jauge de Coulomb près de l'inni via
le lemme 23, A−B et Φ− Φ0 et leurs dérivées ont une déroissane en O(e−2t).
Du orollaire 21, nous déduisons maintenant le résultat souhaité pour les métriques d'E-
instein asymptotiquement hyperbolique.
Corollaire 24. Soit (A,Φ) = (B + a,Φ0 + ϕ) une solution des équations de Seiberg-Witten
pour une métrique d'Einstein g asymptotiquement hyperbolique omplexe ave a, ϕ ∈ L21.
Alors il existe un ε > 0 susamment petit tel que dans une jauge de Coulomb près de l'inni,
a, ϕ et leurs dérivés d'ordre arbitrairement grand ont une déroissane en O
(
e−(4+ε)t
)
.
Démonstration.  On peut quitte à multiplier par une fontion de tronature supposer
que a, ϕ est nulle en t = T . Plaçons nous dans une jauge telle que δ∗1(a, ϕ) = 0 près de l'inni
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suivant lemme 23. En reprenant la disussion menant à (50), on voit que les équations de
Seiberg-Witten s'érivent près de l'inni en jauge de Coulomb
D(a, ϕ) +Q(a, ϕ) +O
(
e−(4+ε)t
)
= 0.(53)
A partir de ette identité, un argument de bootstrapping basé sur le orollaire 21 et la remar-
que (52) va nous donner la déroissane voulue : on sait déjà que a, ϕ ∈ L2k et leurs dérivées
jusqu'à l'ordre k − 3 ont une déroissane en e−2t ; on en déduit en utilisant l'équation (53)
que D(a, ϕ) = O(e−4t) (où le O porte sur les dérivées jusqu'à l'ordre k − 3 ). On a don
D(a, ϕ) ∈ L2k−3,7/4 et on en déduit en utilisant le orollaire 21 que (a, ϕ) est lui aussi dans
L2k−3,7/4 ; 'est don un O(e
−7/4t) à l'ordre k − 6 par la remarque (52). On réitère le raison-
nement, préédent : Q(a, ϕ) est un O(e−7/2t)  l'ordre k − 6 et en hoisissant une onstante
0 < ε′ ≤ min(ε, 8) on en déduit d'après (50) que D(a, ϕ) = O(e−(4+ε′)t). On applique à
nouveau le orollaire 21 ave 4 < δ < 4 + ε′ et on en déduit que que (a, ϕ) = O(e−(4+ε
′)t) à
l'ordre k − 6, d'où le résultat en partant de k susamment grand. ✷
On déduit immédiatement de la proposition 19 et du orollaire 24 le théorème suivant :
Théorème 25. Soit g une métrique d'Einstein asymptotiquement hyperbolique et gτ sa suite
d'approximations asymptotiquement plates sur une variété orientable M4 munie d'une stru-
ture spinc adaptée. Soit (Aτ ,Φτ ) une suite de solutions des équations de Seiberg-Witten
perturbées (20,21) assoiées aux métriques gτ . Quitte à faire des hangements de jauge et à
extraire une sous suite, on peut supposer que (Aτ ,Φτ ) onverge sur tout ompat au sens C
∞
vers une solution (A,Φ) des équations de SeibergWitten non perturbées,
DgAΦ = 0
F+A = q(Φ),
telle que A⊗B−1, Φ−Φ0 et leurs dérivées sont des O
(
e−(4+ε)t
)
ave ε > 0.
Le théorème 2 est une reformulation de e dernier résultat sans la tehnique.
4.3. Laplaien de SeibergWitten. La n de ette setion est dédiée à la démonstration
de la proposition 20. Nous ommençons pas examiner préisément l'opérateur P dans un
lemme alulatoire.
Lemme 26. Pour une métrique hermitienne et des hamps (a, ϕ) nuls en t = T , le lapla-
ien P des équations de SeibergWitten linéarisées en (B,Φ0) relativement à la métrique de
KählerEinstein g vérie
(54)
∫
t>T
〈P (a, ϕ), (a, ϕ)〉e2δtvolg¯ =∫
t>T
{
〈∆a, a〉 + 〈∆α,α〉 + 〈∆γ, γ〉 − s
2
(|a|2 + |α|2 + |γ|2)
}
e2δtvolg¯.
Démonstration.  Pour e alul, nous aurons besoin des résultats suivants ou on utilise
la onvention 〈A,B〉 = 12 trCA∗B pour le produit hermitien sur End(W ) :
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Lemme 27. Étant données Φ, T , η des setions de W+, End0(W
+), Λ2,+X, on a :
|ρ(η)|2 = 2|η|2(55)
|{Φ∗⊗Φ}0|2 = 1
4
|Φ|4(56)
〈T, {Φ∗⊗ϕ+ ϕ∗⊗Φ}0〉 = 1
2
〈TΦ, ϕ〉+ 1
2
〈Tϕ,Φ〉(57)
|Φ|2|ϕ|2 = |{Φ∗⊗ϕ+ ϕ∗⊗Φ}0|2 + |Im〈Φ, ϕ〉|2.(58)
Nous noterons dans e qui suit f = i∂ta. On a alors la formule de Leibniz
D[(a, ϕ)e2δt ] = e2δtD(a, ϕ) + 2δe2δt(−f, ρ(dt ∧ a)+, dt · ϕ),
don ∫
〈P (a, ϕ), (a, ϕ)〉e2δtvol =
∫
|D(a, ϕ)|2 + 2δ〈D(a, ϕ), (−f, ρ(dt ∧ a)+, dt · ϕ)〉e2δtvol.(59)
Calulons le premier terme :
|D(a, ϕ)|2 = |d∗a|2 + |Im〈Φ, ϕ〉|2 − 2〈d∗a, iIm〈Φ, ϕ〉〉
+ 2|d+a|2 + |{Φ∗⊗ϕ+ ϕ∗⊗Φ}0|2 − 2〈d+a, {Φ∗⊗ϕ+ ϕ∗⊗Φ}0〉
+ |DAϕ|2 + |a|2|Φ|2 + 2〈DAϕ, a · Φ〉.
D'après (57) et (58) il vient
|D(a, ϕ)|2 = |d∗a|2 + 2|d+a|2 + |DAϕ|2 + 2〈DAϕ, a · Φ〉
− 2〈(d∗a+ d+a) · Φ, ϕ〉+ |Φ|2(|a|2 + |ϕ|2).
Maintenant, intégrons par parties le terme 〈DAϕ, a · Φ〉 ;∫
〈DAϕ, a · Φ〉e2δtvol =
∫
2δ〈ϕ, ∂t · a · Φ〉e2δt + 〈ϕ,DAa · Φ〉e2δtvol,
or
DA(a · Φ) = (da+ d∗a) · Φ− a ·DAΦ− 2 tr a⊗∇AΦ.(60)
En eet : hoisissons une base loale (ei) orthonormale parallèle en un point ; alors
DA(a · Φ) =
∑
i,j
ei · ∇Aei(ajej · Φ) =
∑
i,j
daj(ei)ei · ej · Φ+ ajei · ∇ei(ej) · Φ+ ajei · ej∇AeiΦ
= (da+ d∗a) · Φ− a ·DAΦ− 2
∑
i
ai∇AeiΦ,
d'où le résultat.
Notons que 〈a⊗ ϕ,∇AΦ〉 = 〈ϕ, tr a⊗∇AΦ〉 ; alors
(61)
∫
|D(a, ϕ)|2e2δtvol =
∫
|d∗a|2 + 2|d+a|2 + |DAϕ|2 + |Φ|2(|a|2 + |ϕ|2)
+ 4δ〈ϕ, dt · a · Φ〉 − 2〈ϕ, a · DAΦ〉 − 4〈a⊗ ϕ,∇AΦ〉e2δtvol.
Dans le as où (A,Φ) = (B,Φ0), on a |Φ|2 = − s2 , DAΦ = 0 et ∇AΦ = 0 ; les deux derniers
termes de l'intégrale sont don nuls.
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Maintenant,
2δ
∫
〈D(a, ϕ), (−f, ρ(∂t∧a)+, dt·ϕ)〉e2δtvol = 2δ
∫
〈d∗a,−f〉+〈f, iIm〈Φ, ϕ〉〉+〈DAϕ, dt·ϕ〉
+ 〈a · Φ, dt · ϕ〉+ 〈ρ+(∂t ∧ a), ρ+(da)− {Φ∗⊗ϕ+ ϕ∗⊗Φ}0〉e2δtvol
e qui d'après le lemme (27) est égal à
2δ
∫
〈d∗a,−f〉+ 2〈(dt ∧ γ)+, d+a〉+ 2〈a · Φ, dt · ϕ〉+ 〈DAϕ, dt · ϕ〉e2δtvol.(62)
On applique la formule de Lihnerowiz :∫
|DAϕ|2e2δtvol =
∫
〈∇∗A∇Aϕ,ϕ〉 +
s
4
|ϕ|2 + 〈F+A · ϕ,ϕ〉 + 2δ〈dt ·DAϕ,ϕ〉e2δtvol.(63)
En déomposant ϕ = (α, γ), Φ = (
√− s2 , 0) il vient
〈F+A · ϕ,ϕ〉 = 〈q(Φ)ϕ,ϕ〉 =
s
4
(|γ|2 − |α|2).
Finalement, en intégrant par parties on voit apparaître
∫
〈P (a, ϕ), (a, ϕ)〉e2δtvol =
∫ {
〈∆a, a〉+ 〈∆α,α〉 + 〈∆γ, γ〉 − s
2
(|a|2 + |α|2 + |γ|2)
}
e2δtvol,
(64)
où ∆ désigne le laplaien de la métrique métrique de KählerEinstein g¯ sur les formes. ✷
Il s'agit maintenant d'analyser haun des 3 laplaiens intervenant dans le lemme préé-
dent. Comme la métrique g¯ n'a pas de formule expliite, nous allons plutt faire les aluls
dans un premier temps par rapport à la métrique asymptotiquement hyperbolique omplexe
gˆ = dt2 + sh2(2t)η + sh2(t)γ, et de la struture presque omplexe J .
Nous avons déjà traité la question des 1-formes dans un adre plus général : on part de
(42) appliqué à la métrique gˆ et une 1-forme à support ompat a = fdt+ q sh(2t)η + b, où
i∂tb = iRb = 0, nulle en t = T . Dans e as,
ξ′
1
2ξ1
= 1+O(e−t),
(ξ′
2
)2+2ξ2ξ′′2
ξ2
2
= 3+O(e−t) et on
obtient ∫
t
〈∆gˆa, a〉e2δtvolgˆt ≥
∫
t
{〈
(−∂2t + 2h∂t − 1 +O(e−t))f, f
〉
(65)
+
〈
(−∂2t + 2h∂t − 1 +O(e−t))q, q
〉
(66)
+
〈
(−∇2∂t + 2h∇∂t − 3 +O(e−t))b, b
〉}
e2δtvolgˆt.(67)
Soit∆h le laplaien déni à l'aide de la diérentielle restreinte aux diretions de la struture
de ontat et de l'opérateur de Hodge sur la struture de ontat donné par b∧∗b = sh2(t)dη.
Soit le hamp de veteurs x = sh−1(2t)R. Un alul diret montre que le laplaien sur les
fontions est donné sur le bout de M par
∆gˆα = (−∂2t + 2h− x2 +∆h)α.
On en déduit en intégrant par parties sur Y que∫
t
〈∆gˆα,α〉e2δtvolgˆ ≥
∫
t
〈
(−∂2t + 2h∂t)α,α
〉
e2δtvolgˆ.(68)
Il faut maintenant s'ouper du laplaien sur les (0, 2) formes. Pour la métrique g¯, le
laplaien sur les (0, 2) formes est donné via les identités kählériennes par ∆γ = 2∂∂
∗
γ ; nous
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allons don plutt nous intéresser à e laplaien de Dolbeaut par rapport à la métrique gˆ.
On dénit le hamp de veteur et la 1-forme diérentielle de types (1, 0)
X = ∂t − ix
2
et Ω = dt+ i sh(2t)η.
On vérie failement que
dΩ = ∂Ω =
2i
th(2t)
dt ∧ sh(2t)η + 2i
th(t)
sh2(t)dη = 2iωgˆ +O(e−t),(69)
où ωgˆ est la forme de Kähler de (gˆ, J). D'autre part ∂Ω = 0.
Toute (0, 2)-forme peut s'érire de la manière suivante
γ = Ω ∧ µ,
où µ est une famille de (0, 1)-formes sur la distribution de ontat Maintenant, l'identité
kählérienne ∆γ = 2∂∂
∗
γ = −2i∂Λ∂γ permet de aluler failement le laplaien : tout d'abord
∂γ = ∂Ω ∧ µ−Ω ∧ ∂µ ; en notant ∂h les dérivations dans les diretions de la distribution de
ontat, on a ∂µ = Ω ∧ X · µ+ ∂hµ. Par la formule (69), il vient
∂γ = −2idt ∧ sh(2t)η ∧ (X + th−1(2t)) · µ− (Λ∂hµ)Ω ∧ sh2(t)dη.
En ontratant ave la forme de Kähler ω = dt ∧ sh(2t)η + sh2(t)dη, on obtient
Λ∂γ = −Λ∂hµΩ− 2i(X + th−1(2t)) · µ.
Alors
∆gˆγ = −2i∂Λ∂γ = Ω ∧
[
∆hµ− 4X · X · µ− 4X · (th−1(2t)µ)] .
Or
4X · X = ∂t2 + x2 + 2i
th(2t)
x.
Comme ∂t · µ = ∇∂tµ+ th−1(t)µ, le laplaien s'érit nalement
∆gˆγ = Ω ∧
[
−∇2∂t + 2h∇∂t − x2 − 4ix+∆h − 3 +O
(
e−t
)] · µ,(70)
où ∆hµ = −2i∂h(∂h)∗µ. Puis en intégrant par parties suivant Y , et en majorant
|x · µ|2 − 〈4ix · µ, µ〉 ≥ −4|µ|2
on en déduit que∫
t
〈∆gˆγ, γ〉e2δtvolgˆt ≥
∫
t
〈
(−∇2∂t + 2h∇∂t − 7 +O(e−t))γ, γ
〉
e2δtvolgˆ.(71)
4.4. Conlusion. Dans haun des as étudiés, le laplaien agit sur une forme σ de sorte
que, ∫
t
〈(∆gˆ − s
2
)σ, σ〉e2δtvolgˆ ≥
∫
t
〈(−∇2∂tσ + 2h∇∂tσ + κ)σ, σ〉e2δtvolgˆ.
où d'après (65,68,71), κ est une onstante telle que κ ≥ −s/2− 7+O(e−t) = 5+O(e−t). En
intégrant par parties suivant t et en utilisant l'hypothèse de nullité de σ en t = T , il vient∫
t≥T
〈−∇2∂tσ, σ〉 + 2h〈∇∂tσ, σ〉e2δtvolgˆ =
∫
2δ〈∇∂tσ, σ〉+ |∇∂tσ|2e2δtvolgˆ.
Par ailleurs, pour c > 0
−2〈∇∂tσ, σ〉 ≤ c−1|∇∂tσ|2 + c|σ|2.
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En appliquant les deux inégalités préédentes, il vient∫
〈(∆gˆ − s
2
)σ, σ〉e2δtvolgˆ ≥
∫
2(δ − c)〈∇∂tσ, σ〉+ (κ− c2)|σ|2e2δtvolgˆ
≥
∫ [
2(δ − c)(h− δ) + (κ− c2)] |σ|2e2δtvolgˆ.
En hoisissant c = δ − h, on obtient l'inégalité∫
t≥T
〈(∆gˆ − s
2
)σ, σ〉e2δtvolgˆ ≥
∫
t≥T
(
κ+ h2 − δ2 +O(e−2t)) |σ|2e2δtvolgˆ;(72)
ompte tenu de l'inégalité h ≤ h0 < 0, le terme κ+ h2 − δ2 est positif si
0 ≤ δ <
√
κ+ h20;
en hoisissant T susamment grand, on a
√
κ+ h20 > 2.
Les métrique gˆ et g¯ dièrent par un O(e−2t). En utilisant l'inégalité (72) et le lemme 26
on en déduit ainsi le lemme suivant :
Lemme 28. Il existe ε, c, T > 0 tels que pour tout ouple (a, ϕ) à support dans {t > T}× Y
nul en t = T et δ ∈ [0, 2 + ε] on ait∫
〈P (a, ϕ), (a, ϕ)〉e2δtvolg¯ ≥ c
∫ (|∇a|2 + |∇Bϕ|2 + |a|2 + |ϕ|2) e2δtvolg¯,
les normes étant prises par rapport à la métrique g¯.
On peut maintenant failement démontrer la proposition 20. Démonstration de la propo-
sition 20:  D'après le lemme 28 et la formule (59), on a pour tout λ > 0∫ (
(1 + δλ)|D(a, ϕ)|2 + δλ−1(|ϕ|2 + |a|2)) vol ≥ c∫ (|∇a|2 + |∇Aϕ|2 + |a|2 + |ϕ|2)e2δtvol;
en hoisissant λ susamment grand, on en déduit la proposition. ✷
5. Démonstration du théorème 1
On ommene par une proposition similaire à elle du as ompat et qui est la lef de la
démonstration.
Proposition 29. Soit M4 une variété orientée munie d'une métrique g d'Einstein asymp-
totiquement hyperbolique et d'une struture spinc adaptée. Supposons que les équations de
Seiberg-Witten assoiées admettent une solution (A,Φ) telle que dans le théorème 1.∫
M
s2vol + 8FA ∧ FA ≥ 0,(73)
ave égalité si et seulement si la métrique est de Kähler-Einstein. Dans e as, on a ∇AΦ = 0
et la struture omplexe se déduit de g et F+A .
Démonstration.  On proède omme sur les variétés ompates. D'après la formule de
Lihnerowiz et les équations de Seiberg-Witten,
0 = 4〈∇∗A∇AΦ,Φ〉+ s|Φ|2 + |Φ|4.
On multiplie ette identité par la fontion de tronature ψt0 = 1 − χt0 , où χt0 a été dénie
à la n de la setion 2.4. En appliquant l'inégalité de Cauhy-Shwarz, il vient∫ (〈∇AΦ, dψt0 ⊗ Φ〉+ |Φ|4ψt0) vol ≤
(∫
s2ψt0vol
∫
|Φ|4ψt0vol
) 1
2
.
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Puisque ∇AΦ = O(e−(4+ε)t) e terme est L1 et on en déduit en utilisant la borne C0 sur Φ
que
∫ 〈∇AΦ, dψt0 ⊗ Φ〉 tend vers 0 lorsque t0 tend vers l'inni. Il en résulte que∫
s2 − |Φ|4vol ≥ 0,
ave égalité si et seulement si ∇AΦ = 0. D'après les équations de Seiberg-Witten |Φ|4 =
8|F+A |2. Puisque FA est imaginaire pure, |F+A |2vol = −FA ∧ FA + |F−A |2vol, et on en déduit
l'inégalité de la proposition. Le as d'égalité entraîne que F−A = 0 et ∇AΦ = 0 et on obtient
alors une struture omplexe à l'aide de la métrique et de la 2-forme autoduale parallèle√
2FA/|FA| pour laquelle la métrique est kählérienne. ✷
Réiproquement, on a le lemme suivant :
Lemme 30. Si M admet une métrique de Kähler-Einstein asymptotiquement hyperbolique
g¯, alors les équations de Seiberg-Witten pour toute métrique d'Einstein asymptotiquement
symétrique g (relativement à la même struture de ontat) et la struture spinc anonique
s0 de g admettent une solution.
Démonstration.  La métrique de KählerEinstein dénit un remplissage sympletique de
M ave son bord de ontat Y à l'inni. D'après [KM℄, on a alors SW (s0) = 1 ; on en déduit
une suite de solutions (Aτ ,Φτ ) des équations perturbées pour les métriques gτ approximant
g. En appliquant le théorème 25, on obtient la solution voulue. ✷
Finalement, sous les hypothèses du théorème 1, on obtient pour g une solution (A,Φ) des
équation de SeibergWitten pour la struture spinc anonique de CH2. Si B est la onnexion
de Chern de K−1
CH2
pour métrique hyperbolique omplexe, on sait alors que FB =
is
4 ω
CH2
et
W−
gH
= 0 d'où ∫ (
sH
2 + 48|W−
gH
|2
)
volH + 8FB ∧ FB = 0(74)
En hoisissant une jauge où la déroissane est du type A − B = O(e−(4+ε)t), on voit en
appliquant la formule de Stokes que∫
FA ∧ FA − FB ∧ FB = 2
∫
d((A −B) ∧ FB) = 0.
Pour des métriques d'Einstein asymptotiquement hyperboliques, 2|W−|2 + s224 est l'inté-
grant de 2χ− 3τ(M) et diverge mais la diérene entre les termes de bord pour la métrique
g et pour gH tend vers 0 d'après [BiH℄. On en déduit d'après (74) que∫ (
s2g + 48|W−g |2
)
volg + 8FA ∧ FA = 0,
e qui entraîne d'après le lemme 29 que la métrique g est en réalité de KählerEinstein
ave W−g = 0. Puisque g est de KählerEinstein et autoduale il s'agit par onséquent de la
métrique hyperbolique omplexe.
6. Monoples et strutures CR
Le théorème 2 permet de montrer qu'il existe des liens importants entre la géométrie
d'une variété Y 3 munie d'une struture CR et les variétés M4 munies de métriques d'Ein-
stein asymptotiquement hyperboliques omplexes d'inni onforme Y . On dira que la variété
d'Einstein M est un remplissage de Y . On a alors le orollaire suivant :
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Corollaire 31 (Biquard, [Bi3℄). Soit Y 3 une variété munie d'une struture CR et M4 une
variété munie d'une métrique d'Einstein g asymptotiquement hyperbolique d'inni onforme
Y . Supposons de plusM munie d'une struture spinc adaptée s ave un invariant de Kronheimer
Mrowka SW (s) 6= 0. On a alors l'inégalité de MiyaokaYau
0 ≤ χ(M)− 3τ(M) + ν(∂∞M) = 1
8π2
∫
M
(
3|W−g |2 − |W+g |2 +
s2g
24
)
volg,(75)
où ν est l'invariant de la struture CR à l'inni déni dans [BiH℄. De plus on a égalité si et
seulement si la métrique g est hyperbolique omplexe.
Notons que l'égalité de (75) est établie dans [BiH℄.
Démonstration.  Par hypothèse l'invariant de SeibergWitten est non nul ; par on-
séquent la dimension virtuelle de l'espae des modules est positive ou nulle soit (f. [KM℄,
th. 2.4)
d(s) = 〈e(W+,Φ0), [X, ∂X]〉 ≥ 0,
ave e(W+,Φ0) la lasse d'Euler relative du bré des spineurs W
+
.
On alule maintenant e nombre aratéristique via la théorie de ChernWeil. Soit A0
la onnexion de Chern du bré anti-anonique induite par la métrique de KählerEinstein
g¯ dénie près de l'inni. On étend A0 et g¯ arbitrairement au dessus de M tout entier par
partition de l'unité. On en déduit une onnexion spinorielle ∇A0 surW+ telle que ∇A0Φ0 = 0
près de l'inni. En e qui onerne la onstrution de la lasse de Thom U de W+, on se
référera à [BGV℄, setion 1.6. Soit Ψ un spineur de W+ transverse à la setion nulle et égal
à Φ0 près de l'inni. On a la formule de transgression
Pf(R(∇A0))−Ψ∗U = −id
∫ 1
0
T
(
Ψ ∧ e−(r2|Ψ|2/2)+ir∇A0Ψ+R(∇A0 )
)
dr,(76)
où T : Ω(M,ΛW+)→ Ω(M) est l'intégrale de Berezin et la ourbure R(∇A0) a été identiée
à un élément de Ω2(M,Λ2W+). Comme Φ0 est parallèle, on en déduit que l'intégrale de (76)
est à support ompat. Par onséquent,
〈e(W+,Φ0), [X, ∂X]〉 =
∫
M
Pf(R(∇A0))volg¯
=
1
4π2
∫
M
−FA0 ∧ FA0 −
(
2|W+g¯ |2 −
1
2
|Ricg¯0|2 +
s2g¯
24
)
volg¯.
Soit (A,Φ) une solution des équations de SeibergWitten fournie par le théorème 2. On en
déduit une onnexion spinorielle ∇A grâe à la métrique g ; alors en utilisant la déroissane
de A−A0 et la formule de Stokes on obtient
∫
FA∧FA−FA0∧FA0 = 0. Par ailleurs, d'après
[BiH℄, on a ∫
M
(
2|W+g |2 +
s2g
24
)
volg −
(
2|W+g¯ |2 −
1
2
|Ricg¯0|2 +
s2g¯
24
)
volg¯ = 0.
Il en résulte que
1
4π2
∫
M
−FA ∧ FA −
(
2|W+g |2 +
s2g
24
)
volg = d(s) ≥ 0.
En utilisant la proposition 29, on obtient l'inégalité
0 ≤ 1
4π2
∫
M
(
s2g
8
− 2|W+g |2 −
s2g
24
)
volg ≤ 1
2π2
∫
M
(
3|W−g |2 − |W+g |2 +
s2g
24
)
volg,
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ave égalité si et seulement si W−g = 0 et la métrique g est KählerEinstein, e qui implique
que la métrique g est en fait hyperbolique omplexe. ✷
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